
GPUを用いた並列ソートアルゴリズム

小池 敦1,a) 定兼 邦彦2,b)

概要：GPU を用いた並列比較ソートアルゴリズムを扱う．GPU 向けの高速なソートアルゴリズムとし
て，Merrill らの提案する高速 Radix ソート [14] が知られている．本論文では，まずその計算量につい
て解析したのち，本アルゴリズムを改良することで新しいアルゴリズムを二つ提案する．一つは MSD

Radixソートであり，これは分散システム等におけるアルゴリズムを設計する際に有効である．もう一つ
は Splitter-basedソートである．これは比較ソートであるため，キーの性質に依らずに使用することがで
きる．

1. はじめに
プロセッサの動作クロック周波数の向上は限界を迎えて
おり，周波数向上に代わるパフォーマンス向上の手段とし
て並列アーキテクチャが注目されている．GPU (Graphics

Processing Unit)は元々はグラフィック処理のための専用
プロセッサとして開発された．しかし，非常に高い並列性
を持っていることから，グラフィック処理以外にも GPU

が使われ始めている．汎用の処理に GPUを使用すること
はGPGPU (general-purpose GPU)と呼ばれており，安価
に超並列環境が構築できることから注目されている．
GPU は多数のコアを用いて効率よく処理を行うため，
特殊なアーキテクチャとなっている．GPUプログラミン
グにおいては，このアーキテクチャを適切に考慮する必要
がある．NVIDIA社は GPGPUのための開発環境として，
CUDA[15]を提供しており，CUDA上で開発することによ
り，様々な GPUモデル上で動作するプログラムを実装す
ることができる．しかし，最適なパフォーマンスを得るた
めには，GPUアーキテクチャを適切に考慮してアルゴリ
ズムを設計する必要がある．
逐次アルゴリズムの評価では，RAM(Random Access

Machine)モデル上での漸近解析が一般的に行われている．
RAMモデルはすべての逐次実行マシンに対する抽象化と
なっており，RAMモデルを用いて漸近解析を行うことで，
デバイスの仕様や入力データの値に依らない汎用的なアル
ゴリズムの性能を知ることができる．一方，並列実行マシ
ンには，RAMモデルのような共通の抽象化が存在しない．
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並列アルゴリズムの漸近解析に一般的に使用されているモ
デルに PRAMモデル [6]があるが，PRAMモデルはGPU

アーキテクチャとは大きく異なっており，GPU向けアルゴ
リズムの性能を正しく評価できない．[13]では GPUにお
ける実際の計算実行時間を精度よくシミュレートすること
について検討されているが，計算実行時間は GPUのモデ
ルに大きく依存するため，GPU向けアルゴリズムの汎用
的な性能評価とならない．筆者らは GPU向けアルゴリズ
ムを漸近解析するための並列計算モデルとして AGPUモ
デルを提案している [11]．アルゴリズムの正確な計算量は
デバイス仕様に依存するが，AGPUモデル上で解析された
計算量の高々定数倍である．AGPUモデルにより，GPU

デバイスの仕様や入力データの値に依らない汎用的なアル
ゴリズムの性能を知ることができる．
本報告では，GPU上でのソートアルゴリズムを扱う．こ
れまでにも多くのGPU向けソートアルゴリズムが提案され
ている [2], [7], [8], [10], [12], [14], [16], [17], [18], [19], [21].

その中で最も高速なもののとして，Merrillらの提案する
高速 Radixソート [14]が挙げられる．本アルゴリズムは
LSD Radixソートをベースとしているが，グローバルメ
モリアクセス回数の削減およびグローバルメモリアクセス
のレイテンシ隠ぺいの両方が適切に考慮されており，従来
アルゴリズムを大きく上回るパフォーマンスが得られてい
る．本報告では，まず，AGPUモデルを改良することによ
り，上記アルゴリズムの計算量の漸近解析を行う．その後，
上記アルゴリズムの変形版について 2つ提案する．一つ目
は MSD Radixソートである．MSD Radixソートはメモ
リアクセスが局所的になりやすい事が特徴である．よって
分散環境におけるソートアルゴリズムを設計する場合への
応用が容易である．二つ目は Spliter-basedソーティング
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図 1 AGPU モデルのアーキテクチャ

である．Merrillらの高速 Radixソートは比較ソートでな
いため，キーの性質によっては，利用できないことがある．
そこで，上記のMSDソートを改良することで比較ソート
のアルゴリズムを提案する．提案アルゴリズムは，共に
Merrillらの高速 Radixソートと同様の効率的なメモリア
クセスが可能である．
本論文の構成は以下の通りである．2章で マルチスレッ
ド対応 AGPUモデルについて説明する．次に，3章におい
て，Merrillらの高速 Radixソートを紹介し，AGPUモデ
ルでの計算量解析について述べる．4章では，筆者らの提
案する MSD Radixソートについてアルゴリズムと計算量
を説明する．5章では，筆者らの提案する比較ソートアル
ゴリズムについて，詳細と計算量を説明する．6章で結論
を述べる．

2. マルチスレッド対応AGPUモデル
AGPUモデル [11]は，GPU向けアルゴリズムの設計と
評価を行うための並列計算モデルである．AGPUモデルを
用いることで，GPUデバイスの詳細仕様に依らない汎用
的なアルゴリズム設計と評価を行うことができる．従来の
AGPUモデルでは，並行して実行されるスレッド（ワープ）
が共有メモリを共有することについて，考慮していなかっ
た．そこで，本論文では AGPUモデルを改良する．まず，
AGPUモデルのアーキテクチャを説明した後，GPU向け
アルゴリズムの評価基準について説明する．

2.1 アーキテクチャ
AGPUモデルのアーキテクチャを図 1に示す．AGPU

モデルのアーキテクチャは並列計算を行うためのデバイス
(GPU)とデバイスを制御するためのホスト (CPU)の異種
混載システムとなっている．デバイスは p個のコアを備え
ている．コアのワード長は wビットであり，コアはワード
単位でデータにアクセスする．また，デバイスは k個のマ
ルチプロセッサで構成されており，各マルチプロセッサは

��������
����� �������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
������� ���
�

Wait%due%to%global%memory%
access�

����
	�
�
�����

���
��

�����

図 2 マルチスレッディングによるレイテンシ隠ぺいの例

b個のコアを備えている．すなわち p = kbである．マル
チプロセッサはホストから起動されたプログラムを個別に
実行する．すなわち，マルチプロセッサは他のマルチプロ
セッサとの通信手段および同期手段を持たない．ホストは
すべてのマルチプロセッサの処理完了を待つことにより，
マルチプロセッサ間の同期を行うことができる．しかし，
マルチプロセッサの処理完了時，共有メモリのデータはす
べて削除される．後で参照する必要があるデータはマルチ
プロセッサの処理終了時にすべてグローバルメモリに書き
込む必要がある．
マルチプロセッサ内の b個のコアは b個のスレッドに対
し，常に同一の命令を実行する．この時，各コアは同一命
令を並列に実行するという．1つのマルチプロセッサ内で
並列に処理されるスレッドの集合をワープと呼ぶ．ただ
し，オペランドに指定されるデータアドレスについてはコ
アごとに指定することができる．また，命令には実行条件
を含めることができ，条件を満たすコアのみ命令を実行さ
せることができる．一方，各コアは複数のスレッドを時分
割で切り替えながら同時実行することができる．この時，
各コアは複数スレッドを並行に実行するという．言い換え
れば，マルチプロセッサは複数ワープを並行に実行するこ
とができる．GPUのこの機能をマルチスレッディングと
呼ぶ．各マルチプロセッサが並行に実行可能なワープの最
大数を C とする．
マルチスレッディングにはグローバルメモリアクセスの
レイテンシ（待ち時間）を隠ぺいする効果がある．すなわ
ち，あるワープがグローバルメモリアクセスにより，待ち
状態になっている場合に，マルチプロセッサは他のワープ
を実行することによりコアの使用率を高めることができる．
図 2に具体例を示す．マルチスレッディングは GPUにお
ける効率的なメモリアクセスのキーとなる技術である．
デバイスは 2 種類のメモリを備えている．1 つ目はグ
ローバルメモリである．これは低速であるが大容量であ
り，すべてのマルチプロセッサおよびホストからアクセス
可能である．グローバルメモリは bワードごとのブロック
に分割されている．マルチプロセッサ内の全コアが同一ブ
ロックにアクセスする時，1回のメモリアクセスで全コア
分のデータにアクセスすることができる．これはコアレッ
シングと呼ばれており，処理時間に大きな影響を与える．
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一方，コアが複数の異なるブロックにアクセスする時は，
各ブロックのに対して 1回のアクセスが必要となる．2つ
目は共有メモリである．各マルチプロセッサは内部に容量
M ワード (b ≤ M)の共有メモリを備えている．これは高
速であるが低容量である．また，マルチプロセッサ内部の
コアからのみアクセス可能である．共有メモリは b個のバ
ンクから構成されており，マルチプロセッサ内の b個のコ
アのそれぞれが異なるバンクにアクセスする時，単位時間
でデータにアクセスできる．一方，複数のコアが同一のバ
ンクにアクセスする時は，処理がシリアライズされる．こ
れはバンクコンフリクトと呼ばれており，これも処理時間
に大きな影響を与える．
以上で定義される計算モデルを AGPU(p, b,M,C,w)と
記載する．ただしM,C,wについては，省略される場合が
ある．

2.2 アルゴリズムの評価基準
AGPUモデルではアルゴリズムを計算量，メモリ使用
量，多重度を使用して評価する．以下では，計算量とメモ
リ使用量について説明し，多重度については，次節で説明
する．
まず，アルゴリズムの計算量を評価する基準として，時
間計算量と I/O計算量を使用する．時間計算量は，各マ
ルチプロセッサで実行されるプログラムの命令発行数であ
る．マルチプロセッサが複数のワープを並行に実行する場
合は，すべてのワープの命令発行数の合計値となる．共有
メモリへのアクセスでバンクコンフリクトが発生する場
合，コンフリクト数に応じた時間が時間計算量に加算され
る．また，グローバルメモリへのアクセスについては，b

ワードのブロックに対する書き込みまたは読み込みの時間
計算量を 1 とする．マルチプロセッサごとに命令発行数
が異なる場合には，最も多い発行数を時間計算量とする．
I/O計算量については，上記で説明したグローバルメモリ
アクセス回数のすべてのマルチプロセッサでの合計値とす
る．I/O計算量を時間計算量とは別に評価する理由は，グ
ローバルメモリアクセス処理に要する時間が他の処理に比
べて大きくなるためである．また，グローバルメモリに対
しては，同時にアクセスできるマルチプロセッサの数が限
られているため，アクセス回数については，すべてのマル
チプロセッサでの合計値とする．
次に，メモリ使用量を評価する基準として，グローバル
メモリ使用量と共有メモリ使用量を使用する．共有メモリ
使用量は各マルチプロセッサで使用されるメモリ使用量の
最大値とする．大規模データを扱う場合，グローバルメモ
リ使用量を少なくすることは特に重要である．また，共有
メモリ使用量はM ワード以下にする必要がある．また，
共有メモリ使用量は次節で説明する多重度にも影響する．

2.3 マルチスレッディングの効果
2.1節で述べた通り，マルチスレッディングは GPUに
おけるメモリアクセスのキーとなる技術である．しかし，
I/O計算量の値はマルチスレッディングの効果とは無関係
であるため，マルチスレッディングの効果を I/O計算量
を用いて評価することはできない．本節ではマルチスレッ
ディングの効果を評価する値として多重度を導入する．
マルチスレッディングの効率を上げるためには，マルチ
プロセッサに割り当てるワープ数を増やせば良い．1つの
マルチプロセッサに C 個のワープを割り当てる時，マルチ
スレッディングの効果は最も高くなる．
また，十分な数のワープが生成されている時，GPUで
はユーザの設定に関わらず，1つのマルチプロセッサによ
り多くのワープを割り当てようとする．これにより，マル
チスレッディングの効果を高めることができる．しかし，
マルチプロセッサに常に C 個のワープが割り当てできると
は限らず，割当数は共有メモリ使用量に依存する．マルチ
プロセッサ内のすべてのワープは同一の共有メモリを使用
するため，全ワープでの共有メモリ使用量の合計値が共有
メモリサイズを超えることはできない．
多重度はこれらの効果を見積もるために導入される．

AGPU(p, b,M,C)上で設計されたアルゴリズムについて，
共有メモリ使用量をm，マルチプロセッサごとの使用ワー
プ数を cとすると，多重度MはM := Mc/mと定義され
る．これは CUDAのオキュパンシに対応する値であるが，
多重度は AGPUモデルのパラメータを使用して計算する
ことができる．多重度の値が C 以下の時，値が大きいほど
マルチスレッディングの効果が大きくなるが，C より大き
くしても効果は大きくならない．共有メモリ使用量が大き
く，かつ，マルチプロセッサへの割当ワープ数が小さい場
合に多重度の値は小さくなり，マルチスレッディングの効
果が小さくなる．

3. 既存の高速Radixソートの解析
本章では，Merrillらの高速 Radixソート [14]について，

AGPUモデルを用いて，アルゴリズムの概要説明と計算量
の漸近解析を行う．

3.1 アルゴリズムの概要
Merrill らの高速 Radix ソート [14] は LSD Radix ソー
ト [3]に分類される．すなわち，最下位桁から最上位桁の方
向に順に各桁の値のみを用いてソートを行う．各桁のソー
トが安定の時，本ソートアルゴリズムは正しく動作する．
彼らのアルゴリズムでは，各桁は r = 2d 個の数字（基数）
で表現されるものとする．
次に各桁のソート処理について説明する．マルチプロ
セッサ数 (k = p/b)が 4，r = 4の場合の例を，図 3に示
す．図 3において，基数 r1, r2, r3, r4 は r1 < r2 < r3 < r4
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図 3 各桁のソート処理

を満たすものとする．各マルチプロセッサは入力データの
連続する要素を均等に割り振られ，担当するデータを処理
する．出力は図 3の下図の様になる．まず，最小の基数 r1

について各マルチプロセッサの担当する入力データのう
ち，r1に属するものが出力され，次に r2, r3, r4の順に同様
に出力される．各マルチプロセッサが並列に処理を行うた
めには，処理したデータをどこに出力するかについて，あ
らかじめ計算しておく必要がある．そこで，各桁の処理を
以下の 3ステップで構成することにする．
( 1 ) Bottom-level Reduction

( 2 ) Top-level Scan

( 3 ) Bottom-level Scan/Scatter

本節では，図 3処理後データの 16個の領域のそれぞれ
をブロックと呼ぶ事にする．Bottom-level Reduction で
は，マルチプロセッサごとに各基数に属する要素の数を
計算する．これにより，図 3下図の 16個のブロックそれ
ぞれのサイズがわかる．この計算は，Harrisらの提案する
GPU向け高速 Reductionアルゴリズム（Cascadingアル
ゴリズム） [9]を用いて行うことができる．次に，Top-level
Scanでは，各ブロックの先頭アドレスを計算する．これ
は Bottom-level Reduction で得られた各ブロックの要素
数を格納した配列に対して Prefix Scanの処理を行うこと
で得る事ができる．GPU向けの Prefix Scanアルゴリズム
として Tree-basedアルゴリズム [20]が知られている．次
に，Bottom-level Scan/Scatterでは，入力のそれぞれの要
素について適切なアドレスへのデータコピーを行う．前の
フェーズにおいて，各ブロックの先頭アドレスが分かって
いるため，各マルチプロセッサは並列に処理を行うこと
ができ，マルチプロセッサ間の情報交換は不要である．以
下，各マルチプロセッサの処理を説明する．この処理を効
率良く行うため，彼らは “multi-scan” という方法を提案し
ている．
multi-scanでは Dotsenkoらの提案する高速 prefix scan

アルゴリズム（Matrix-basedアルゴリズム） [4]を使用す
る．Matrix-based アルゴリズムでは各マルチプロセッサ
は担当する入力データをサイズ abの小ブロックに分割し
(bはマルチプロセッサ内のコア数，aはチューニングパラ

メータ)，各小ブロックをシーケンシャルに処理する．aの
値については，大きいほど時間計算量が小さくなるものの，
マルチスレッディングの効率が下がる事が知られている．
筆者らはこの事について，AGPUモデルを用いて解析を
行っている [22]．
multi-scanでは入力の各データの出力アドレスを計算す
るため，基数ごとにワープを生成する．各ワープは担当す
る基数に属する入力データをスキャンすることにより，そ
れらの出力先アドレスを計算する．この計算を行うために
Dotsenkoらの提案する高速 prefix scanアルゴリズムを使
用する．最後にデータを指定のアドレスに出力するが，グ
ローバルメモリアクセス回数を減らすため，連続するアド
レスに出力されるデータを一旦共有メモリの連続する領域
に書き込んだのち，出力される．これにより，グローバル
メモリへのコアレスアクセスが行われやすくなる．

3.2 計算量の解析
本アルゴリズムの各桁の処理は基数ごとの Prefix Scan

の処理に Scatter（データ出力）処理を追加したものとなっ
ている．Scatter処理で共有メモリにデータをコピーする
際にバンクコンフリクトが発生するため，時間計算量は
Prefix Scanよりも大きくなる．しかし，r = aとすると，
I/O計算量は Prefix Scanと同様になる．また，入力をビッ
ト長をwとすると，各桁の処理はw/ log r回繰り返される．
入力要素数 nがコア数 pよりも十分大きい時アルゴリズ
ム全体の計算量はアルゴリズム全体の計算量は，表 1のよ
うになる．

4. MSD Radixソート
本章では 3 章で紹介した Merrill らの高速 Radix ソー
ト [14]を変更することにより，高速なMSD Radixソート
アルゴリズムを提案する．MSD Radixソートは，最上位桁
から最下位桁の方向に順に各桁の値のみを用いてソートを
行う．MSD Radixソートは複数 GPUによる Radixソー
トを設計する場合などへの応用が容易である．また，5章
の Splitter-basedソートは本章のアルゴリズムを変更した
ものである．

4.1 アルゴリズムの概要
本章以降では，各桁のソート処理をフェーズと呼ぶ．最
初のフェーズは最上位桁に対してMerrillらの高速 Radix

ソート [14] と同様の処理を行う．次のフェーズに関して
は，Merrillらの Radixソートを修正する必要がある．な
ぜならば，MSDから LSD方向への Radix Sortでは，前
フェーズで基数により区切られた領域を別々に処理する必
要があるためである．
2フェーズ目以降では，各領域へのマルチプロセッサの
割当は図 4のように行う．まず，各マルチプロセッサに対
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表 1 入力をビット長 w の整数としたときの，アルゴリズム全体の計算量
I/O 計算量 時間計算量 多重度

LSD Radix ソート O
(

nw
b log r

)
O
(

nw
p log r

(
r + log b

r

))
O
(
M
rb

)

MP1 MP2 MP3 MP4 

MP31 MP32 MP33 MP21 MP22 

図 4 マルチプロセッサへの要素の割当

MP1 MP2 MP3 

(1) 

MP1 

(2) 

r1 

r1 r2 r3 r4 

図 5 基数領域と分割領域の関係

し，均等に領域を割り当てる．そして，割当領域に複数の
基数領域がある場合には，以下のようにさらに領域を分割
する．
• 複数領域のうち最も左の基数領域
• 複数領域のうち最も右の基数領域
• それ以外の領域
このようにしても分割された領域の数は高々 3倍にしかな
らない．
次に，分割された領域を各マルチプロセッサに同じ数だ
け分配する．この時，各マルチプロセッサに割り当てられ
る要素数は均等に分配した場合の高々 3倍となる．
また，分割された領域と基数領域の関係は必ず以下のど
ちらかになる．図 5に具体例を示す．
( 1 ) 一つの基数領域が複数の分割領域で構成される
( 2 ) 複数の基数領域で一つ分割領域が構成される
すなわち，(2)の場合の除けば，基数領域の区切りは必ず
分割領域の区切りとなっている．
図 5の (1)の場合，マルチプロセッサは最初のフェーズ
と同様の各桁のソート処理を行う．(2)の場合は，マルチ
プロセッサはシーケンシャルに各基数領域を処理する．
以上を LSDまで繰り返す事で，Radix sortを行うこと
ができる．
計算量はMerrillらの LSD Radixソートと同様になる．

5. Splitter-basedソート
4章の入力データ振り分け処理を，基数を用いずにピボッ
ト集合を用いて行うように変更する．ピボット集合を用い

る場合，ピボット集合の選び方が問題となる．ピボット集
合により振り分けられた各集合のサイズに偏りが有る場合，
より多くのフェーズが必要となり，計算量が大きくなる．
本章では，Aggarwalら [1] の I/O 計算量最適な Distri-

butionソートのアイデアを用いて適切にピボット集合を
選択することについて検討する．ただし，このアルゴリズ
ムをそのまま適用すると，多重度が小さくなり．マルチス
レッディングの効果が下がるので，多重度を大きく保てる
ように工夫する．
以下では，まず Aggarwalらの Distributionソートにつ
いて説明した後，筆者らの提案するアルゴリズムについて
説明する．

5.1 AggarwalらのDistributionソートについて
Aggarwalら [1] の Distributionソートも，1フェーズの
処理を繰り返すことでソートを行う．ただし，各フェーズ
は以下の 2ステップからなる．
( 1 ) ピボット集合を算出する
( 2 ) ピボット集合を用いて，データを分割する
Radixソートにおける各桁の処理と比較すると，ピボッ
ト集合を算出する処理が追加されている．(2)のデータ振
り分け処理については，MSD Radixソートと同様のアル
ゴリズムを用いることができるので，以降では (1)につい
て説明する．
Aggarwalらの Distributionソートは I/Oモデルと呼ば
れる計算モデル上で設計されている．標準的な I/Oモデル
は 1つのプロセッサ，M 要素を格納できる 1つの内部メ
モリおよび 1つの外部メモリ (ディスク)から構成される．
プロセッサは単位時間あたりに外部メモリの連続した bレ
コードからなるブロックにアクセスすることができる．ア
ルゴリズムはブロックの転送回数 (I/O計算量)で評価され
る．本モデルを I/O(b,M)と記述する．
Aggarwalらの Distributionソートは，外部メモリに保
存された要素数 nの入力データに対し，最適な I/O計算量
でソートを行う．図 6に処理の流れを示す．まず，入力を
要素数M のメモリロードに分割する．そして，各メモリ
ロードをソートする．次に，各メモリロードから間隔 S/4

ごとにピボット集合を取り出す（S の値は最後に決める）．
本論文ではこのピボットをローカルピボットと呼ぶことに
する．次に全メモリロードからのローカルピボットを結合
する．これを本論文ではローカルピボット集合と呼ぶこと
にする．最後にこの集合から等間隔に S個のピボットを取
り出す．すなわち，i番目のグローバルピボットはローカル
ピボット集合の中で 4iN/S2 番目に小さい要素となる．グ
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ローバルピボット集合の抽出は線形時間セレクション [5]

を S 回行うことでできる．この時，I/O計算量も入力サイ
ズに線形となるようにできる．
次に index iのグローバルピボットの入力データ中での

rank (何番目に小さいか)の値を検討する．ローカルピボッ
ト集合の中で，このグローバルピボット以下の値を持つも
のは（自身も含めて）i個であり，ローカルピボットのピ
ボット間隔が S/4なので，取りうるランク値の最小値は
rank(i) ≥ 4iN

S2 · S
4 = iN

S となる．また，ランク値は以下の
値よりは小さくなる．rank(i) < iN

S + N
M

S
4 < N

S

(
i + 1

4

)

これより，グローバルピボットによる振り分け後の各領域
のサイズは 5

4
N
S 未満となる．ここで，S =

√
M
b とすると，

フェーズの回数は高々O
(
log 4

5S
N
b

)
= O

(
logM

b

N
b

logM
b

4
5

√
M
b

)
=

O
(
logM

b

N
b

)
となる．各フェーズでの I/O計算量はO

(
N
b

)

なので，合計の I/O計算量は O
(

N
b logM

b

N
b

)
となり，こ

れは下界 [1] と一致する．

5.2 提案アルゴリズムの概要
I/O(b,M)上で設計された任意のアルゴリズムに対して，
同じ I/O計算量を持つ AGPU(p, b,M)上のアルゴリズム
が存在する [11]．しかし，前節のアルゴリズムをAGPUモ
デル上で実装する場合，多重度が 1（最小値）になってし
まう．そこで，アルゴリズムを改良し，多重度を大きくす
ることを考える．
前節のアルゴリズムを AGPU(p, b,M,C)上で動作させ
る際に多重度が最小値 1になる原因は，ローカルピボット
抽出時に行うメモリロードのソート処理である．そこでメ
モリロード全体に対するソート処理を行う事無しにローカ
ルピボットの抽出処理を行うようにする．
基本的なアイデアは，ピボット集合を用いてメモリロー
ドの領域分割処理を繰り返すことで，メモリロードをサイ
ズ b以下のチャンクに分割することである．
一つのメモリロードは一つのマルチプロセッサによっ
て処理される．まず，メモリロードを bワードからなる基
本ブロックに分割し，マルチプロセッサはすべての基本
ブロックに対し共有メモリを用いてソートを行う．次に，
各基本ブロックにおいて，S/4要素ごとにローカルピボッ
トを抽出する．すると合計で 4M/S = 4b · S 個のピボッ
トが取り出せる．ここから，S 個のグローバルピボットを
取り出す（i番目に抽出されるグローバルピボットは全ピ
ボットの中で 4bi番目に小さい要素となる）．これは，線
形時間セレクション処理 [5] を S 回することで実現でき
る．1回のセレクション処理での I/O計算量は O(S)なの
で，S 個のセレクション算出処理での合計 I/O計算量は
S · S = M/bとなる．このグローバルピボット集合を用い
て，メモリロードの分割を行う（4章と同様の方法を用い

る）と，各領域のサイズは高々 5
4
M
S となる．上記の処理を

log4S/5
M
b = O(1)回行うことで，メモリロードを O(b)の

チャンクに分割することができる．最後に分割されたチャ
ンクをシーケンシャルにチェックしていくことで，メモリ
ロードから 4bS 個のローカルピボットを抽出する．
I/O 計算量について考察する．1 回の分割での I/O 計
算量はメモリロードにつき O(M/b) なので，入力全体で
はO(N/b)である．よって全フェーズ合計の I/O計算量は
O
(

N
b logM

b

N
b

)
となり，下界と一致する．また，アルゴリ

ズム全体の計算量は表 2のようになる．

6. 結論
本論文では，まず，Merrillらの高速 Radixソートの計
算量を AGPUモデルを用いて解析した後，それを変更す
ることで 2つのアルゴリズムを提案した．一つ目はMSD

Radixソートであり，二つ目は Splitter-basedソートであ
る．MSD Radixソートは Merrillらの Radixソートと同
様の計算量を持っている．Splitter-baedソートは漸近的な
計算量がキーのサイズ等に依存しないため，キーのサイズ
が大きいような場合にも適している．
今後は，提案アルゴリズムを実装し，実計算時間を評価
したい．また，複数GPUデバイスを備えた環境において，
本アルゴリズムを用いた高速化を試みたい．また，Merrill

らの高速Radixソート [14]についても更なる高速化を検討
したい．
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