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概要

分割されたナップサック制約付き最大被覆問題とは,与えられた集合 I = {1, . . . , n}の部分集合族 F = {Sj :

j ∈ J}と,非負の重み wj ,費用 cj ,正の整数 Bi(i = 1, . . . , l),集合 I の分割 Ti(i = 1, . . . , l)に対して,費用 cj

に対する l 本のナップサック制約
∑

j∈Ti
cj ≤ Bi(i = 1, . . . , l)を満たし, X と非空の交わりをもつ Sj の重み

の総和を最大にする I の部分集合 X を求めるという問題である.ナップサック制約付き最大被覆問題は NP

困難であるが, pipage roundingを用いたアルゴリズムで性能保証
(
1− (1− 1

k )
k
)
(k = max{|Sj | : j ∈ J})を

持つことが知られている.本論文では,ナップサック制約を分割した場合も, pipage roundingを用いたアルゴ
リズムで同様の性能保証を持つことを示す.

Abstract

Given a family F = {Sj : j ∈ J} of subsets of a set I = {1, . . . , n} with associated nonnegative weights

wj and costs cj and positive integers Bi(i = 1, . . . , l), and partitioned index sets Ti(i = 1, . . . , l) of a

set I, the maximum coverage problem with partitioned knapsack constrains is to find a subset X ⊆ I

with
∑

j∈Ti
cj ≤ Bi(i = 1, . . . , l) so as to maximize the total weight of the sets in F having nonempty

intersections with X. The maximum coverage problem with a knapsack constraint is NP-hard, and it

is
(
1 − (1 − 1

k )
k
)
-approximable by the pipage rounding algorithm where k is the maximum size of sets

in the instance. In this paper, we show that the maximum coverage problem with partitioned knapsack

constrains has the same approximation ratio by the pipage rounding algorithm.
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1 はじめに
最大被覆問題とは, 与えられた集合 I = {1, . . . , n} の部分集合族 F = {Sj : j ∈ J} (J = {1, . . . ,m}) と,

非負の重み wj ,正の整数 pに対して, X と非空の交わりをもつ Sj の重みの総和を最大にする I の部分集合X

(|X| = p)を求めるという問題であり,次のように定式化される.

max

m∑
j=1

wjzj (1)

s.t.
∑
i∈Sj

xi ≥ zj , j ∈ J (2)

n∑
i=1

xi = p (3)

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I (4)

0 ≤ zj ≤ 1, j ∈ J (5)

ナップサック制約付き最大被覆問題とは,与えられた集合 I = {1, . . . , n}の部分集合族 F = {Sj : j ∈ J}
(J = 1, . . . ,m)と,非負の重み wj ,費用 cj ,正の整数 B に対して,ナップサック制約を満たし, X と非空の交
わりをもつ Sj の重みの総和を最大にする I の部分集合 X を求めるという問題であり, 次のように定式化さ
れる.

max
m∑
j=1

wjzj (6)

s.t.
∑
i∈Sj

xi ≥ zj , j ∈ J (7)

n∑
i=1

cixi ≤ B, (8)

0 ≤ xi, zj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J (9)

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I (10)

分割されたナップサック制約付き最大被覆問題とは,集合 I = {1, . . . , n}の部分集合族 F = {Sj : j ∈ J}
(J = {1, . . . ,m}) と, 非負の重み wj , 費用 cj , 正の整数 Bi(i = 1, . . . , l), ナップサック制約の分割された添
字集合 Ti(i = 1, . . . , l)が与えられたとき, l 本のナップサック制約を満たし, X と非空の交わりをもつ Sj の
重みの総和を最大にする I の部分集合 X を求めるという問題であり, 次のように定式化される (以下では,

L = {1, . . . , l}とする).
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max
m∑
j=1

wjzj (11)

s.t.
∑
i∈Sj

xi ≥ zj , j ∈ J (12)

∑
i∈Tj

cijxi ≤ Bj , j ∈ L (13)

0 ≤ xi, zj ≤ 1, i ∈ I, j ∈ J (14)

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I (15)

これは,次のように定式化することもできる.

max F (x) =
m∑
j=1

wj

(
1−

∏
i∈Sj

(1− xi)
)

(16)

s.t.
∑
i∈Tj

cijxi ≤ Bj , j ∈ L (17)

0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ I (18)

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I (19)

最大被覆問題は NP 困難であり, 貪欲法によるアルゴリズムでは
(
1 − (1 − 1

p )
p
)
-近似可能 [3], pipage

roundingによるアルゴリズムでは k = max{|Sj | : j ∈ J}としたとき
(
1− (1− 1

k )
k
)
-近似可能 [1], P ̸= NP

の下では ε > 0に対して
(
1− 1

e + ε
)
-近似不可能であることが知られている [2].ナップサック制約付き最大被

覆問題は,貪欲法によるアルゴリズムでは
(
1− 1

e

)
近似可能であり [4], pipage roundingによるアルゴリズム

では
(
1− (1− 1

k )
k
)
-近似可能であることが知られている [1].

本論文の構成は以下の通りである. 2節で計算の準備を行い, 3節で分割されたナップサック制約付き最大被
覆問題に対するアルゴリズムの記述, 4節でそのアルゴリズムが

(
1− (1− 1

k )
k
)
の性能保証を持つことの証明,

5節で結論を述べる.

2 準備
0 ≤ yi ≤ 1, i = 1, . . . , k, k = max{|Sj | : j ∈ J}に対して,次の式が成立する.

1−
k∏

i=1

(1− yi) ≥
(
1− (1− 1

k
)k
)
min

{
1,

k∑
i=1

yi

}
(20)

証明. z = min
{
1,
∑k

i=1 yi

}
とすると,相加平均 ·相乗平均の関係から次の式が成立する.

1−
k∏

i=1

(1− yi) ≥ 1− (1− z

k
)k (21)
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また, 0 ≤ z = min
{
1,
∑k

i=1 yi

}
≤ 1で g(z) = 1− (1− z

k )
k は凹関数であるので

g(z) ≥
(
1− (1− 1

k
)k
)
z (22)

である. (21), (22)より (20)は示された.

|Sj | = k′(≤ k)である,ある j (1 ≤ j ≤ m)に対しても, (20)より

1−
k′∏
i=1

(1− yi) ≥
(
1− (1− 1

k′
)k

′)
min

{
1,

k′∑
i=1

yi

}

が成立する.さらに, x ≥ 1で (1− 1

x
)x が単調増加関数であることより

1−
k′∏
i=1

(1− yi) ≥
(
1− (1− 1

k′
)k

′)
min

{
1,

k′∑
i=1

yi

}
≥

(
1− (1− 1

k
)k
)
min

{
1,

k′∑
i=1

yi

}
(23)

であるので,すべての j に対して (23)より

1−
∏
j∈Sj

(1− xi) ≥
(
1− (1− 1

k
)k
)
min

{
1,

∑
i∈Sj

xi

}
(24)

が成立する. (24)の両辺に wj(> 0)を掛けて j = 1, . . . ,mについて辺々加えると

m∑
j=1

wj

(
1−

∏
j∈Sj

(1− xi)
)
≥

(
1− (1− 1

k
)k
) m∑
j=1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

xi

}
(25)

が得られる.

3 アルゴリズム
IP [I0, I1]で整数計画問題 (6)-(10)を, LP [I0, I1]でその線形緩和 (6)-(9)を表すとする (I0, I1 はともに交
わりを持たない I の部分集合であり, i ∈ I0 に対して xi = 0, i ∈ I1 に対して xi = 1である).

LP [I0, I1]に対する実行可能解 xAを発見するアルゴリズムAを記述する (([1], Ageev and Sviridenko, 2004)

を再掲する).

アルゴリズム A
フェーズ 1. LP [I0, I1]に対する最適解 xLP を見つける.

フェーズ 2. 一連の pipageステップによって xLP を xA に変形する.

0. xA ← xLP とする.

1. xA の高々 1つの要素が小数であるとき,終了.

2. それ以外のとき, 0 < xA
i′ < 1, 0 < xA

i′′ < 1である添字 i′,i′′ を選ぶ.

xA
i′ (ε)← xA

i′ + ε, xA
i′′(ε)← xA

i′′ − ε ci′
ci′′
として, ∀k ̸= i′, i′′ に対しては xA

k (ε)← xA
k とする.

F (x(ε∗)) > F (xA)となる,区間
[
−min

{
xi′ , (1− xi′′ )

c
i
′′

c
i
′

}
,min

{
1− xi′ , xi′′

c
i
′′

c
i
′

}]
の端点 ε∗を選ぶ.

xA ← x(ϵ∗)として 1に戻る.
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· フェーズ 2は,各 εに対して x(ε)が実行可能であることと F (x(ε))が凸であることから F (x(ε∗)) > F (xA)

となる端点 ε∗が存在することを利用している.

· フェーズ 2の各 pipageステップで,アルゴリズム Aは xA の要素の中で小数であるものの個数を少なくと
も 1つずつ減らしていくので,最終的に高々 1つの要素が小数である実行可能解 xA を出力される.

(25)より, ∀j ∈ J \ J1 に対して∑
j∈J\J1

wj

(
1−

∏
j∈Sj

(1− xi)
)
≥

(
1− (1− 1

k
)k
) ∑
j∈J\J1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

xi

}
(26)

が成立する.ただし, J1 = {j : Sj ∩ I1 ̸= ∅}とする.

∀j ∈ J1 に対して ∑
j∈J1

wj

(
1−

∏
j∈Sj

(1− xi)
)
=

∑
j∈J1

wj (27)

が成立する.

(16)より

F (xLP ) =
∑
j∈J

wj

(
1−

∏
j∈Sj

(1− xLP
i )

)
=

∑
j∈J1

wj

(
1−

∏
j∈Sj

(1− xLP
i )

)
+

∑
j∈J\J1

wj

(
1−

∏
j∈Sj

(1− xLP
i )

)
(28)

である.

アルゴリズム Aの構成より, F (xA) ≥ F (xLP )であることと, (26), (27), (28)より

F (xA) ≥ F (xLP )

≥
∑
j∈J1

wj +
(
1− (1− 1

k
)k
) ∑
j∈J\J1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

xLP
i

}
(29)

が成立する.

次に,アルゴリズム全体を記述する (([1], Ageev and Sviridenko, 2004)を元に構成する).

入力:整数計画問題の例 (11)-(15)

出力:その例に対する実行可能解 x̄

0.
∑

i∈I xi ≤ 4l − 1である全ての実行可能解の中で,目的関数を最大にするものを x0 とする.

x̄← x0 とする.

1. |I1| = 4lかつ
∑

i∈I1
≤ Bj , ∀j ∈ J である全ての I1 に対して 2以降を計算する.

2. I0 ← ∅, t← 0とする.

3. t = 0のとき,アルゴリズム Aを LP [I0, I1]の l本のナップサック制約 (13)それぞれに適用する.

·全ての xA
i が整数のとき, t← 1, x̂← xA として終了.

· l′ 個 (1 ≤ l′ ≤ l)の小数解が存在するとき
xA
i が小数である添字の集合を L′ として,次の操作をする.

x̂i ← 0,∀i ∈ L′

∀i ∈ I \ L′ に対しては, x̂i ← x̂A
i とする.
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I0 ← I0 ∪ L′ とする.

F (x̂) > F (x̄)ならば, x̄← x̂とする.

3を繰り返す.

4 性能保証
4.1 アルゴリズムの詳細

与えられた問題例に対する 最適集合を |X∗|, それに対応するベクトルを x∗ とする. |X∗| ≤ 4l − 1 のと
き, このアルゴリズムで最適解が出力されることが分かるので, |X∗| ≥ 4l の場合を考える. 一般性を失わず,

X∗ = {1, 2, . . . , |X∗|}, w1 ≥ w2 ≥ · · · ≥ w|X∗| であるとできる. I1 = {1, 2, 3, 4}のときの反復について考え
る.この反復が q 回 (4 ≤ q ≤ n − 4)で終わるとする. t回目の反復において, IP [It0, I1]に対する高々 1つの
要素が小数である実行可能解 xt = xA を得るためにアルゴリズム Aが呼び出される (It0 = i1, . . . , it−1 とす
る).このとき xt の全ての要素が整数ならば反復を t = q として終了する. xt の要素に l′ 個 (1 ≤ l′ ≤ l)の小
数解が残っているとき, 小数解となっているものの添字集合を L′ とすると, ∀i ∈ I \ L′ に対しては x̂t

i ← xt
i,

∀i ∈ L′ に対しては x̂t
i ← 0とする. F (x̂t) > F (x̄)であれば x̄← x̂と更新する. It+1

0 = It0 ∪ L′ として次の反
復へ.

4.2 性能保証の証明

以下では, ([1], Ageev and Sviridenko, 2004)を元に,分割されたナップサック制約付き最大被覆問題の性
能保証が

(
1− (1− 1

k )
k
)
(k = max{|Sj | : j ∈ J})であることを示す.

· X∗ ∩ Iq0 = ∅の場合, x∗ は IP [Iq0 , I1]に対する最適解である. xq は LP [Iq0 , I1]の最適解で x̂q = xq であるこ
とと, (29)より

F (x̂q) = F (xq) ≥
∑
j∈J1

wj +
(
1− (1− 1

k
)k
) ∑
j∈J\J1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

xq
i

}
≥

∑
j∈J1

wj +
(
1− (1− 1

k
)k
) ∑
j∈J\J1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

x∗
}

≥
(
1− (1− 1

k
)k
)∑
j∈J

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

x∗
}

であるので,性能保証は
(
1− (1− 1

k )
k
)
である.

· X∗ ∩ Iq0 ̸= ∅の場合, Is+1
0 を I10 = ∅, . . . , Iq0 の中で初めて X∗ と交わりを持つ集合であるとする.言い換え

ると, is は i1, . . . , iq−1 の中で初めて X∗ に出てくる添字であるとする.以下では

F (x̂q) ≥ · · · ≥ F (x̂s) ≥
(
1− (1− 1

k
)k
)
F (x∗)) (30)

を証明する.

証明. アルゴリズムの構成より F (x̂q) ≥ · · · ≥ F (x̂s)は明らか.

関数 F は全ての部分集合 X ⊆ I 上で定義された集合関数 F (X)として扱うことができる. F (X)は劣モジュ
ラ関数であり,次の性質をもつ.

F (X ∪ i)− F (X) ≥ F (X ∪ Y ∪ i)− F (X ∪ Y ),∀X,Y ⊆ I, i ∈ I (31)
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i ∈ I, Y ⊇ I1 として (31)を用いると,次の式が成立する.

1

4l
F (I1) =

1

4l
F (1, 2, . . . , 4l)

=
1

4l

(
F (1, 2, . . . , 4l)− F (1, 2, . . . , 4l − 1)

+ F (1, 2, . . . , 4l − 1)− F (1, 2, . . . , 4l − 2)

+ . . .

+ F (1, 2)− F (1)

+ F (1)− F (∅)
)

≥ 1

4l

(
F (1, 2, . . . , 4l − 1, i)− F (1, 2, . . . , 4l − 1)

+ F (1, 2, . . . , 4l − 2, i)− F (1, 2, . . . , 4l − 2)

+ . . .

+ F (1, i)− F (1)

+ F (i)− F (∅)
)

≥ F (Y ∪ i)− F (Y )

このように, ∀Y ⊇ I1,∀i ∈ I に対して次の式が成立することが証明された.

1

4l
F (I1) ≥ F (Y ∪ i)− F (Y ) (32)

x̂s は xs の l′ 個 (1 ≤ l′ ≤ l) の小数である要素を 0 にしたものであり, xs において小数解を持つ要素を
xs
i1
, . . . , xs

il′
とすると,次の式が成立する.

F (X̂s ∪ i1 ∪ · · · ∪ il′) ≥ F (xs) (33)
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(26), (32), (33)を用いると次の式が得られる.

F (x̂s) = F (X̂s)

= F (X̂s ∪ i1)−
(
F (X̂s ∪ i1)− F (X̂s)

)
≥ F (X̂s ∪ i1)−

1

4l
F (I1) (by(32))

= F (X̂s ∪ i1 ∪ i2)−
(
F (X̂s ∪ i1 ∪ i2)− F (X̂s ∪ i1)

)
− 1

4l′
F (I1)

≥ F (X̂s ∪ i1 ∪ i2)−
2

4l′
F (I1) (by(32))

. . .

≥ F (X̂s ∪ i1 · · · ∪ il′)−
l′

4l′
F (I1) (by(32))

= F (X̂s ∪ i1 · · · ∪ il′)−
1

4
F (I1)

≥ F (xs)− 1

4
F (I1) (by(33))

=
∑
j∈J1

wj +
∑

j∈J\J1

wj

(
1−

∏
i∈Sj

(1− xs
i )
)
− 1

4

∑
j∈J1

wj

≥ 3

4

∑
j∈J1

wj +
(
1− (1− 1

k
)k
) ∑
j∈J\J1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

xLP
i

}
(by(26))

≥
(
1− (1− 1

k
)k
)(∑

j∈J1

wj +
∑

j∈J\J1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

xLP
i

})
(k ≥ 2)

≥
(
1− (1− 1

k
)k
)(∑

j∈J1

wj +
∑

j∈J\J1

wj min
{
1,

∑
i∈Sj

x∗
i

})
=

(
1− (1− 1

k
)k
)
F (x∗)

以上より, (30)が成立し, X∗ ∩ Iq0 ̸= ∅の場合も性能保証
(
1− (1− 1

k )
k
)
を持つことが示された.

5 おわりに
本研究では,分割されたナップサック制約付き最大被覆問題に対する pipage roundingによるアルゴリズム
の設計と,そのアルゴリズムが

(
1− (1− 1

k )
k
)
(k = max{|Sj | : j ∈ J})の性能保証を持つことを示した. ([2],

Feige, 1998)では最大被覆問題は ε > 0に対して
(
1− 1

e + ε
)
-近似不可能であることが示されているので,本

論文で示した分割されたナップサック制約付き最大被覆問題に対する性能保証は有意なものであると言える.
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