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4�� f : {0, 1}m → {0, 1}n 1� 	 ���+���� :��� m ����� 1���

	�0 n ������ 1���( G��+� f �� 	 ���+����
 ����� �<���� 	 +��1��	�

����	. .���+ +��+��� ��	� +������� f ( 4�� X0, X1, . . . , Xd−1 1�

d ������ �� m 1��� �	+�( G������ ��	� :� :	�� �� +������

f(X0), f(X1), . . . , f(Xd−1)( B� +	� ��	.�	�� ����� �	.���

��� 1� ��� ����� 	 ����.� 5,�( 8.��
 :� +	� ��� d ���+�����

+���� 	�0 +������ f(Xi) ��� �	+� Xi )0 ≤ i ≤ d− 1- �����
��� ���+����� �	+�( D�� ��: �0�	
 E��:��� ,	�	..�. E�.
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	.. ������(

4�� xi,0xi,1 · · ·xi,m−1 0������ m 1��� �� �	+� Xi )0 ≤ i ≤
d− 1-( �������
 .�� x0,jx1,j · · ·xd−1,j 1� Xj ( B� 	����� ��	�

5,� +	� �	�0.� d�1�� :��0 	�0 �	+� Xj �� �����0 �� 	 d�1��
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Ai 	�0 Bi
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T ← (A2 ∧ B2) ∨ (A2 ∧ T ) ∨ (B2 ∧ T )
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	�0 S )∈ N - �� ��� ��	�� ���1�.( 8 +����<������ ��	��	�
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 B
 	�0 C 	�� ����������	.

���1�.� 	�0 a �� 	 ������	. ���1�.( ���� ��	� 	�� +����<������

��	��	� +	� 1� +�������0 ���� 	� �?���	.��� 5�� +����<������

��	��	�( ��� .	��� �������+�
 .�� p2 	�0 p1 0����� ��� ���1���

�� 1��	�� 	�0 ��	�� ���0�+���� ��.��
 �����+����.�(

B� 	�� ���������0 �� ��� �	����� ���1.�� ��� 	 +����<��

���� ��	��	� �� 5��( >��� ���+�9+	..�
 ��� 	 ����� 5��

+����<������ ��	��	� G 	�0 	 ������ x ���� Σ
 ��� �	�����

���1.�� �� 	 ���1.�� �� 0�������� �� ��� ��	�� ���1�. S
0������ x 1� 	��.���� ���0�+���� ��.�� �� P ( ��� �<	��.�


.�� Gexample = (N,Σ, P, S) 1� 	 +����<������ ��	��	� ��+�

��	� N = {S,A,B}
 Σ = {a, b}
 	�0 P = {S → AB,S →
BA,S → SS,A → AB,B → BA,A → a,B → b}( ���
+����<������ ��	��	� G 0������ abaab
 1�+	��� S 0������ ��

	� ��..�:�;

S ⇒ AB ⇒ ABA⇒ ABAA⇒ ABAAB ⇒ · · · ⇒ abaab.
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���� ������ ��	�

0��������� :������ G 0������ x ��� 	 5�� +����<������

��	��	� G 	�0 	 ������ x( 4�� x = x1x2 · · ·xn 1� 	 ������

�� .����� n
 :���� �	+� xi )1 ≤ i ≤ n- �� �� Σ( 4�� T [i, j]
)1 ≤ i ≤ j ≤ n- 0����� 	 ��1��� �� N ��+� ��	� ����� A
�� T [i, j] 0������ 	 ��1������ xixi+1 · · ·xj ( ��� �0�	 �� ���

5�� �	����� �� �� +������ ����� T [i, j] ����� ��� ��..�:���

��.	�����;

T [i, i] = {A | (A→ xi) ∈ P}

T [i, j] =

j−1⋃

k=i

{A | (A→ BC) ∈ P,B ∈ T [i, k], 	�0

C ∈ T [k + 1, j]}

8 �:��0��������	. 	��	� T �� +	..�0 ��� �%& 
����( 8

��	��	� G �����	��� 	 ������ x �� 	�0 ��.� �� S �� �� T [1, n](
4�� ⊗G 0����� 	 1��	�� ����	��� 2N × 2N → 2N ��+� ��	�

U ⊗G V = {A | (A → BC) ∈ P,B ∈ U, 	�0 C ∈ V }( ���
0��	�.� �� ��� 5�� �	����� 	�� ���..�0 ��� 	� ��..�:�;

25�� �	�����3

�( T [i, i]← {A | (A→ xi) ∈ P} ��� ����� i )1 ≤ i ≤ n-
&( T [i, j]← ∅ ��� ����� i 	�0 j )1 ≤ i < j ≤ n-
"( ��� j ← 2 �� n 0�

 ( ��� i← j − 1 0�:��� 1 0�

%( ��� k ← i �� j − 1 0�

6( T [i, j]← T [i, j]
⋃
(T [i, k]⊗G T [k + 1, j])
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�� +� ��� �'. �� /� ��� Gexample ��� abaab�

��� 9��� �:� .���� �����	.�/� ��� 5�� �	1.�
 	�0 ��� ��<� ����

.���� +������ ��� 5�� �	1.�( ������ & �..����	��� ��� 5��

�	1.� ��� Gexample 	�0 ��� ������ abaab( G��+� S ∈ T [1, 5]

��� +	� ��� ��	� Gexample 0������ abaab(

5.�	�.�
 ��� .	�� ���� .���� 	�� 0����	�� �� ��� 5�� �	�����(

4�� t 1� ��� +�������� ���� ��+���	�� �� ������� 	� ����	����

�� ��� .��� 6( ����
 ��� ������� ���� ��

n∑

j=2

j−1∑

i=1

j−1∑

k=i

t = t
n∑

j=2

j−1∑

i=1

(j − i) =
1

6
t(n3 − n).

4�� �� ��	.�	�� ��� +�������� ���� t ��+���	�� �� �������

.��� 6
 �(�(
 ��+���	�� �� ��	.�	�� ��� 1��	�� ����	��� ⊗G( 8

���	�������:	�0 ��?�����	. 	.������� +��+
� :������ B ∈ U
	�0 C ∈ V ��� ����� ���0�+���� ��.� A→ BC �� P ( 5.�	�.�


����� 	 ��	���	1.� 0	�	 ����+����
 ���� +	� 1� 0��� �� O(1)
����( ���+�
 U ⊗G V +	� 1� ��	.�	��0 �� O(p2) ����( ����


����� ��� 	1��� 	����	+�
 ��� 5�� �	����� +	� 1� 0��� ��

O(n3p2) ����(

,���� -) ��� 5�� �	����� ��� 	� ����� ������ �� .����� n
�	
�� O(n3p2) ����
 :���� p2 �� ��� ���1�� �� 1��	�� ��.��(

�7( E��"�#$ ,%�%&&$& E�&' 5�(���%���� 	�� 5��

,%�#��*

���� ��+���� �� 0�����0 �� ���: ��: :� 	��.� ��� E,E5

��+���?�� �� ��� 5�� �	�����(

G������ ��	� 	 5�� +����<������ ��	��	� G =
(N,Σ, P, S) �� �����( 4�� N = {N1, N2, . . . , Nb} 1� 	 ��� ��

����������	. ���1�.�
 :���� b �� ��� ���1�� �� ����������	.

���1�.�( =�+	.. ��	� ��� 5�� �	����� ����	��0.� +�������

U ⊗G V = {A | (A → BC) ∈ P,B ∈ U, 	�0 C ∈ V }(
B� :�.. ���: ��	� +�����	���� �� U ⊗GV +	� 1� ����������0

1� 	 +��1��	����	. .���+ +��+���( 4�� U 	�0 V )∈ 2N - 1�

����������0 1� b�1�� 1��	�� ��+���� u1u2 · · ·ub 	�0 v1v2 · · · vb

�����+����.�
 ��+� ��	� ui = 1 ��� Ni ∈ U ( 8.��
 .�� U⊗GV =
w1w2 · · ·wb( ��� 	 �	���+�.	� wk )1 ≤ k ≤ b-
 :� 	�� ����� ��

���: ��: wk �� +������0( 4��Nk → Ni1Nj1 
Nk → Ni2Nj2 


. . .
 	�0
 Nk → NisNjs 1� ��� 1��	�� ���0�+���� ��.�� ��

u1 u2 u3

w1 w2 w3

v1 v2 v3

S A B S A B

S A B

	
�� ,� ��� 0
�0�
� ��� 0�!���
�� ⊗Gexample
�

P :���� ����������	. ���1�. �� ��� .�����	�0 ��0� �� Nk(

5.�	�.�
 :� +	� +������ wk 1� ��� ��..�:��� �����.	;

wk ← (ui1 ∧ vj1) ∨ (ui2 ∧ vj2) ∨ · · · ∨ (uis ∧ vjs).

���� �����.	 +��������0� �� 	 +��1��	����	. +��+��� :��� s
8�� �	��� 	�0 s − 1 D= �	��� 	�0 ��� �	.�� �� wk +	�

1� +������0 1� ����.	���� ��� +��+���( ������ " �..����	��� 	

+��+��� ��� Gexample �� G�+���� ���( 5.�	�.�
 ��� +��1��	����	.

+��+��� ��� ⊗G �	� p2 8�� �	��� 	�0 .��� ��	� p2 D= �	���(

G��+� ��� +�����	���� �� ⊗G +	� 1� 0��� 1� ����.	���� 	

+��1��	����	. .���+ +��+���
 :� +	� ��� ��� E,E5 ��+���?��

��� ��� 5�� �	�����
 :��+� ����	��0.� +������� ⊗G( B�

	����� ��	� M ����� ������� X0, X1, . . . , XM−1 �� .����� n
�	+� 	�� �����( D�� ��	. �� �� 0�������� �� G = (N,Σ, P, S)
+	� �����	���Xi ��� 	.. i )0 ≤ i ≤M−1- 1� ��� 5�� �	�����(

G���.	�.�
 :� �	������� ��� ����� ������� ���� M
d ������ �� d

������� �	+�
 1�+	��� :� ��� 	 d�1�� 5,�( 4�� xi,j 0�����

��� j��� +�	�	+��� �� Xi( B� ���: ��: :� 0�������� �� G
+	� �����	�� Xi ��� ��� 9��� �����( B� ��� |N | d�1�� ��������
�� ��������� ��1���� �� ����������	. ���1�.� N ��� d �����

������� �� ��� 9��� �����( �	+� 1�� �� d�1�� �������� +��������0�
�� ��� �� ��� d ����� �������( ����� ����� ��������
 :� +	�

+������⊗G 1� ��� 1��:��� ����	���� ���� ��9+����.�( ������  

�..����	��� ��� +�����	���� �� ⊗G ��� 	� �<	��.� �� 	 +����<��

���� ��	��	� ���:� �� G�+���� ���( �� ���� �����  �1�� ��������

�� ��������� ��1���� �� ����������	. ���1�.�( �	+� �� ���  

1��� +��������0 �� ��� ��..�:��� +�����	���� �� ����� �� ⊗G;

A; {S,B} ⊗G {S,A} → {S,B}
�; {A} ⊗G {B} → {S,A}
&; {B} ⊗G {S} → {}
"; {S,A,B} ⊗G {A,B} → {S,A,B}

G��+� ��� +�����	���� �� ⊗G +	� 1� ����������0 1� 	

+��1��	����	. .���+ +��+���
 :� +	� +������ ⊗G ��� d �	���

�� ����� 1� 1��:��� .���+ ����	�����( ��� �<	��.�
 ��� +���

���	���� �..����	��0 ������  +	� 1� 0��� 1� 1��:��� .���+

����	����� 	� ��..�:�;

WS ← (UA ∧ VB) ∨ (UB ∧ VA) ∨ (US ∧ VS)
WA ← UA ∧ VB

WB ← UB ∧ VA
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�� �� ��� 0�!�����
�� �� ⊗G ��� ���� 
�����0��

����� ���� �0�	
 :� +	� ������� ��� 5�� �	����� ���:� ��

G�+���� ���( B� ������� ��� 5�� �	����� ��� d ����� �������

	� ��� �	�� ����( ��� +�����	���� �� ⊗G ��������0 �� .��� 6

�� ��� 5�� �	����� +	� 1� 0��� 1� O(p2) 1��:��� .���+

����	�����( ���+�
 ��� 5�� �	����� ��� d ����� ������� +	�

1� 0��� �� O(n3p2) ����( G��+� :� �	�� M
d ������
 :� �	��

����
�� .) ��� 5�� �	����� �� M ����� ������� �� .�����

n �	+� +	� 1� 0��� �� O(Mn3p2

d ) ���� 1� ��� E,E5 ��+���?��(

���� 4���	 &
 ��� 5�� �	����� ���M ����� ������� �� .�����

n +	� 1� 0��� �� O(Mn3p2)( ����
 ��� E,E5 ��+���?�� +	�

	++�.��	�� �� 1� 	 ����0��� �	+��� �� d(

7( �)$ E,E5 �� �)$ �>> %�� �$�	��(%��$

%�%&.#�#

��� �	�� ������� �� ���� ��+���� �� �� ���: ��	� ��� E,E5

+	� 1� ���.������0 �� ��� *,� ���� ��9+����.�( ��� ����

�������
 :� 9��� �����0�+� ��� ���9�0 >����� >	+����

)�>>- 2"A3
 2"�3
 :��+� +	������ ��� �����+� �� �.�1	. ����

��� 	++��� �� ��� *,�( ��� ��	0�� ����.0 ����� �� 2"A3
 2"�3

��� ��� 0��	�.� �� ��� ��� �>>( B� ��	.�	�� ��� �������	�+�

�� 	.�������� ����� ��� E,E5 ��+���?�� �� ��� �>> �� ���:

��	� ���� 	�� ��9+���� ���� ��� ��������+	. ����� �� ���:( G��+�

��� E,E5 ��+���?�� ���.������0 �� ��� *,� 0��� ��� ���

��� ��	��0 ������
 ��� �>> +	� 1� ���0 ��� ��� ��������+	.

	�	.���� �� ��� �������	�+�(

4�� �� 0�9�� ��� �>> :��� :�0�� w 	�0 .	���+� l( 4�� m[i]
)i ≥ 0- 0����� ��� ������ +�.. :��� 	00���� i( B� 	�����

��	� �	+� ������ +�.. +	� ����� d�1�� �������( ��� ������

�� ��� �>> �� �	��������0 ���� 	00���� ������ A[0], A[1], . . .
��+� ��	� �	+� A[j] )j ≥ 0- ������ m[j · w]
 m[j · w + 1]

. . .
 m[(j + 1) · w − 1]( ��� ��	0�� ����.0 ����� ������ % ��	�

�..����	��� ��� ������ ��� w = 4( 8.��
 ��� ������ 	++���

�� ��������0 ������� l���	�� ����.��� ��������� 	� �..����	��0 ��

��� 9����( 4�� p 1� ��� ���1�� �� ����	0� �� ��� �>> 	�0

T (0)
 T (1)
 . . .
 T (p− 1) 1� ��� p ����	0�( B� 	����� ��	� p
�� 	 ��.���.� �� w( ��� p ����	0� 	�� �	��������0 ���� p

w ������

+	..�0 ��
�� :��� w ����	0� �	+�( >��� ���+�9+	..�
 p ����	0�

	�� �	��������0 ���� p
w :	��� W (0),W (1)
 . . .
 W ( p

w−1) ��+�
��	� W (i) = {T (i · w), T (i · w + 1), . . . , T ((i+ 1) · w − 1)}(
B	��� 	�� 0���	�+��0 ��� ������ 	++��� �� ����
 	�0 w ����	0�

�� 	 :	�� ��� �� 	++��� ��� ������ �� ��� �	�� ����( >���

���+�9+	..�
 W (0),W (1), . . . ,W ( p
w − 1) 	�� 0���	�+��0 �� 	

����0���1�� �	���� �� 	� .�	�� ��� ����	0 �� 	 :	�� ��?�����

������ 	++���( �� �� ����	0 �� 	 :	�� ���0� ������ 	++���


��+� :	�� �� ��� 0���	�+��0 ��� ������ 	++���( B��� W (i) ��
0���	�+��0
 w ����	0 �� W (i) ���0� ������ 	++��� ��?�����


��� ��?���� ��� ����	0
 �� ��� ������ 1	�
�(

��� ��� ������ 	++���
 �	+� :	�� ���0� ������ 	++���

��?����� �� ��� ������ ������� ��� l���	�� ����.��� ���������(

B� 	����� ��	� �	+� ��	�� +	� ����� ��� ������ 	++���

��?����� 0������0 ��� ��� �	�� 	00���� �����( ��� �<	��.�


���+� ��� ������ 	++��� ��?����� 1� W (0) 	�� ���	�	��0

�� ����� 	00���� ������ �� ��� 9����
 ���� �++��� �����

��	��� �� ��� ����.��� ���������( 8.��
 ����� 1� W (1) 	��

�� ��� �	�� 	00���� �����
 ���� �++��� ��.� ��� ��	��( ��

�����	.
 �� ������ 	++��� ��?����� 1� 	 :	�� 	�� 0������0

��� k 	00���� ������
 ���� �++��� k ��	���( B� 	�����

��	� ��� ������ 	++��� �� +���.���0 	� ���� 	� ��� ��?����

�� 0�?����0 ���� ��� ����.���( ����
 	.. ������ 	++���

��?����� 1� W (0) 	�0 W (1) �� ��� 9���� 	�� +���.���0 ��

3(	00���� ������)+1(	00���� �����)+5(.	���+�)−1 = 8 ����

�����( B� 	.�� 	����� ��	� 	 ����	0 +	���� ���0 	 ��: ������

	++��� ��?���� ����. ��� �������� ������ 	++��� ��?���� ��

+���.���0( ���+�
 �� 	 ����	0 ���0� 	 ������ 	++��� ��?����


�� ���� :	�� 	� .�	�� l ���� ����� �� ���0 	 ��: ������ 	++���

��?����(

4�� �� ���.����� ��� E,E5 ��+���?�� �� ��� �>> 	�0

��	.�	�� ��� �������	�+�( 8� 1�����
 :� �	�� M ������

X0, X1, . . . , XM−1 :��� m 1��� �	+� 	�0 +������ f(Xi) ���
	.. i )0 ≤ i ≤ M − 1-
 :���� f �� 	 ���+���� +������0 1�

	 +��1��	����	. .���+ +��+��� :��� s �	���( ��� ���� �������


:� �	������� ��� ����� ���� M
d ������ �� d ������ �	+� 	�0

�	+� ����	0 i )0 ≤ i ≤ M
d − 1- �� ��� �>> +�������

��� �	.�� �� i��� ����� 1� ����.	���� ��� +��1��	����	.

.���+ +��+���( ��� �<	��.�
 ����	0 A +������� ��� �	.��� ��

f(X0), f(X1), . . . , f(Xd−1)( �	+� ����	0 	.�� ���� s :��0�

�� ����� ��� ������ �� s �	���
 	�0 ����
 �� ���	..� ���� m+ s
:��0�( B� 	��	��� m + s :��0� ���0 1� M

d ����	0� �� 	 &�

0��������	. 	��	� �� (m+s)×M
d d�1�� :��0� 	� �..����	��0 ��

������ 6( �	+� ����	0 	++����� �� m+s :��0� �� 	 +�.��� 	�0

����.	��� ��� +��1��	����	. .���+ +��+��� ��� d ������( B� +	..

���� 	��	������� 
�� ������#���� �

�������
( G��+� :��0� ��

��� �	�� ��: 	�� 	..�+	��0 �� +����+����� 	00������
 ������

	++��� �� :��0� �� ��� �	�� ��: 1� w ����	0� �� 	 :	��

�++����� ����.��� ��������� �� ��� ��	��( ����
 ������ 	++���

��?����� 1� M
d ����	0� �� ��� �	�� ��: �++����� M

wd ��	���

	�0 ��� ������ 	++��� �� +���.���0 �� 	� ���� O( M
wd+l) ����

�����( G��+� ����� ����	0 ������ O(s) ������ 	++��� ��?�����

�� ����.	�� ��� +��1��	����	. .���+ +��+���
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m

s
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�� 2� ��� 0�/�!���
�� �������!��� �� m+ s ����� �� ��� !�!��6

����
�� /) ��� E,E5 ����������0 1� 	 +��1��	����	.

.���+ +��+��� :��� s �	��� ��� M ������ +	� 1� 0��� ��

O( sMwd + sl) ���� ����� ����� M
d ����	0� �� ��� �>> :���

d�1�� :��0�
 :�0�� w 	�0 .	���+� l(

5.�	�.�
 	� ���� wd 1��� �� ��� ������ �� ��� �>> +	�

1� 	++����0 �� 	 ���� ����( �� ����.	�� 	 +��1��	����	. .���+

+��+��� :��� s �	��� ���M ������
 	� .�	�� sM ������ ��?�����

	�� ��+���	��( ����
 ���� �	�
 �	
�� 	� .�	�� Ω( sMwd ) ���� �� ���

�>> 	�0 �� �� ���� �����	. �� sl ≤ sM
wd 
 ��	� ��
 �� M ≥ wdl

��.0�(

��<�
 .�� �� ��	.�	�� ��� ���� ��� �	��:��� ��� �� M �	���

�� �:� ���1��� ����� �������  ( B� 	����� ��	� 	.. ���1���

	�� .��� ��	� K ( 8� :� �	�� 0��+����0
 ��� +��1��	����	.

.���+ +��+��� �� +������ ��� �	��:��� ���� �	� O(logK) �	���(
����
 ���� �������  
 :� �	��


��
����
� 0) ��� �	��:��� ���� ��M �	��� �� �:� ���1���

.��� ��	� K +	� 1� +������0 �� O(M logK
wd + l logK) ����

����� ����� M
d ����	0� �� ��� �>> :��� d�1�� :��0�
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