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t0, t1, . . . , tn−1 �� d������� �� ti < tj 	���� ��� 
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	 �	
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���� ���
� Ω(n log d) 
���
������

�� ��
���
��� �� �� 
��� �����
� 
�� 
��
��� �����
� ��������
%� 
��� ������� �	� 
�
��
 
���
����� ���	�� �� ����
� �	�
������ �� ���� �� ������
��� �� �� ������� �	� ����������
�
������� �	�� �	
� �	�  !"� ���������
���� �� &�'( ���� �
����
�	
� 
 ��������
� d����� �����
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 ������ )!*� ����� �	��
d = 2048� ��� �������
��� d������� �� +�&, ����� �
���� �	
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���������� ������	�� 	
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��� d�������� �	�
	 �
$��
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��
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"� #$%" �� � ��	������&'� '	��( )���(� )������) �	
&� (	�*�+��) &� ��� (+��	��� 	� )������� &� ���),��� )��
�(�����	� '���+��� �
��� ���+
�(�+����! -��(� �� #$%" (���
��������� ��'����� '	,�� ���(� ��) ��	������&'� 
���+���� �� ��
,�)�'� +��) �� ��	�� *�')� ,��(� ���) �	 +�)��� ��(����(�+��
	� 
+�(��	�� 
��.+���'� �+(� �� ����� ��	(������ /�0� /�0!
"'��	+�� ��� #$%" ��(����(�+�� �� 	�����1�) 
	� )�����' �����'
��	(������� �� (�� &� +��) 
	� ����	+� ������' �+��	�� (	��
�+���� /�0� /�0 ��) �)+(���	� /�0! 2����� #$%" ��(����(�+���
(	����� 	
 �� ����� 	
 3	�*�+��&'� 2	��( 4'	(5� 6324�7�
&'	(5 8"9�� �-$ �'�(��� �:; ��)�� ��) �����(	���(�� /<0� /�0!
-��(� ���� ,	�5 �� ����''�'� #$%"� (�� &� +��) �	 �((�'�����
��� (	��+����	�!

=�� ���� �+��	�� 	
 ���� ����� �� �	 ������� �� �
*(����
#$%" ���'��������	� 
	� �	����� 	
 �� �'�	�� �	���) ���
.+��(�! -+��	�� ���� � ��.+��(� 	
 ������� )��� ,��� ������
����� ��� ���+� ��.+�����''�! -������ )��� (�� &� ��������+��
)��� 
�	� �����	������� �((�'�����	� )��� 
�	� �((�'��	���
����� '	(���	� )��� 
�	� %$- ��(������� ��(! ��) ����������
��)�(��� ���� ,��� ���� ��� �����)! #	� �>���'�� �������
)��� ��� ���&�� ����'� ���(���	� ?	����� �+�&��� ,��� <��&��
+������) ������� ������������ � ���������! �
 �+(� �������
)��� ��� 	&�����) ��) �����
����) ����(��	�	+�'�� �	�� )���

��� &� )�'���) ��) ������� )��� �� � ��.+��(� ��� �	� &�
�� ��(������� 	�)�� 	
 ����������! �	,����� �
 ��� ��>��+�
��	+�� 	
 )�'�� �� �+�������)� ,� (�� ��� ���� � ��.+��(� 	

������� )��� �� �'�	�� �	���)! @� +�� � ��������� d �	 ���������
��� ��>��+� )�'�� �� 
	''	,�! " ��.+��(� t0, t1, . . . , tn−1

	
 n ���������� �� d������� �
 ti < tj �	')� 
	� �'' ����� 	

���������� ti ��) tj �+(� ���� j− i ≥ d! ���+�����'�� ��� ��'+�
	
 d (	�����	�)� �	 ��� ��>��+� 	
 )�'��! =�� �	����� 	
 � d�
�	���) ��.+��(� 	
 n ���������� (�� &� )	�� +���� � &	��	��
����� ���� ���'�������� � ���	���� .+�+�! " ���� �� � &�����
���� &���) )��� ���+(�+��� �� ,��(� )�'���	� 	
 ��� �����+�
��) �������	� (�� &� )	�� &� ���
���� )	,� ���������� �� ���
���� ���� �
*(����'� /�0! ����� � ����� �	���� 	
 � d��	���)
��.+��(� 	
 n ���������� (�� &� )	�� �� O(n log d) ����!

�� �� �	 )	+&� ���� �	����� �� 	�� 	
 ��� �	�� ���	�����
���5� �� (	��+��� ������������ �+(� �� )���&��� 	������	���
����� ��	(������� ��������(�' ����	)	'	�� ��) �	 	�! ���(��
���� ��.+�����' ��) ����''�' �	����� �'�	������ ���� &���
��+)��) �� ��� ���� /�0� /�A0! =�� ���� �+��	�� 	
 ���� �����
�� �	 ��	, �� �
*(���� ���),��� �'�	����� 
	� �	����� � d�
�	���) ��.+��(�! =���� ��� � '	� 	
 ,	�5� ���� ������� �
*(����
#$%" ���'��������	�� 
	� �	����� 	
 �	��������(��) ��.+��(��!
#	� �>���'�� 9��(�'��	 �� �	
 /��0 ���'������) � #�#;�
&���) ����� �	���� /��0 ��) ���'+���) ��� ���
	����(� 	� ��
#$%"! �	(� ��) =	������ /��0 ��������) #$%" ���'�����
����	�� 	
 	
 ����	+� ����''�' �	����� �'�	������! 9+�''�� ��
�	
 /��0 ��������) ���'��������	�� 	
 �	����� ���,	�5� /��0!
�	,����� �	����� ���,	�5� ��� ���� (	��'� ��) ��.+��� � '	� 	

(	������	��! 9��(�'��	 �� �	
 /�<0 ��	, � ����'� ��(����(�+��

	� ����''�' ����� �	�� +���� 	�� ����� �	����� +���! -��(�
�� ������� ������� ���� ������ ��� '����(� �� .+��� '����!
B+��� ��(���'�� 9���+�	�	 �� �	
 ���� ��������) � ���� �
*(����
������&���) �	���� /��0� ,��(� ������1�� ��� #�#; (���(���
+��) �� #�#;�&���) ����� �	���� ��	,� �� /��0! -��(� ���
�	��' (���(��� �� 	�'� n + O(log n) ��) ��� (���(��� 	
 n ��
��(������ �	 (	��'��� �	������ ����� ������&���) �	���� �� ����
('	�� �	 	�����' �� ����� 	
 ��� �	��' #�#; (���(���! -��(�
����� #$%" ���'��������	�� ��� )������) 
	� �	����� 	
 �	��
������(��) ��.+��(��� �� �� �	� �
*(���� �	 +�� ���� 
	� �	�����
	
 �'�	�� �	���) ��.+��(��! �� /��0� ��� �����&���) d��	�� ��
���'������) �� ��� #$%"! 
�(� '���' 	
 ��� &����� ���� ��
���'������) �� � )+�'��	�� &'	(5 8"9 �� ��� #$%"! -��(�
���
���� )	,� 	� ��� ���� ���� �� ���
	���) 	� &'	(5 8"9�
(	�����	�)��� �	 �)C�(��� '���'� �'���������'� �� ����''�'� ��(�
��������� �� 	+��+� ����� �,	 ('	(5 (�('��! =�+�� �	����� 	

� d��	���) ��.+��(� ,��� n ���������� ��5�� �� '���� 2n+ 2d
('	(5 (�('��!



�� ��� ������&���) d��	��� �� ���+� ��.+��(� 	
 n ������
����� �� �������	��) ���	 n

d �+&��.+��(�� 	
 d ����������
��(�! 
���� �+&��.+��(� �� �	���) ��)����)���'�� ��) �)C�(���
�+&��.+��(�� ��� �����)! @� ��	, � ���),��� �'�	����� �	
��+'��� ��� ������&���) d��	�� +���� #�#;�! =�� �)�� 	

	+� ���),��� ������&���) d��	���� �� �	 �	)�
� � ����''�'
����� �	���� /��0 
	� �	����� � d��	���) ��.+��(�! =�� ���+'����
���),��� d��	���� �	��� � d��	���) ��.+��(� 	
 n ����������
�� n+ 2d+ log2 d ('	(5 (�('��! -��(� d� n �+�� �	') 
�	�
� ���(��(�' �	��� 	
 ���,� ��� ���	+���+� 	+� ���),��� ������
&���) d��	���� �� �'�	�� �,�(� �� '���� �� ���� 	
 ��� ���),���
�����&���) d��	���� ��	,� �� /��0� ,��(� ��5�� 2n+2d ('	(5
(�('��!

@� �'�	 ��	, �� �)�� �	 ��)+(� ��� �+�&�� 	
 &��� ��	��) ��
� ���������! #	� �>���'�� �
 � 3 '�&���� 
+�(��	� (�'' ('	(567 ��
+��) �	 ��� ��� ��'+� �	 &� ��	��) �� ����������� ���� ��� <��&��
+������) �������� ,��(� ��� ��(�������) ���������	����
����� �� � ��(	�)! ��+�''�� ��� ��'+� 	
 ���������	����
�� �AAA 	� �AAAAAA! �
 ,� +�� �+(� <��&�� +������) ��������
�� ���� ���� ��� ���������� �+�� ���� <� &��� ��) <��&��
(	������	�� ��� ��(������ �	 �	�� ����! @� ��	, ���� �

���������� �� �� ���+� ��.+��(� ��� ��	+�� 
��.+���� ���
�+�&�� 	
 &��� (�� &� ��)+(�)! 9	�� ���(�*(�''�� ,� �������
��� �
�	�� ���������� ������ ���� �''	,� +� �	 ��)+(� ���
�+�&�� 	
 &��� �� ���������� 	
 �+(� ��.+��(�! @� �'�	 ��	,
���� ��� (�('�( (	������	� ����	) (�� &� ���'������) &� �
���� ����'� (	�&�����	��' '	��(!

@� ���� ���'������) 	+� ������&���) d��	���� ,���
��� (�('�( (	������	� ����	) �� D����>�� #���'� #$%"
E3�DE���= 	
 D3�A� 
��'+���	� ��� /��0! @� +�� )���
���&+��) 8"9� ��) &'	(5 8"9� ��&�))�) �� ��� #$%"
�	 ���'����� #�#;�! #	� �
*(���� ���'��������	�� )�����&+��)
8"9� ��� +��) 
	� ���'' #�#;� ��) &'	(5 8"9� ��� +��) 
	�
'���� #�#;�! @� ���+�� ���� ������� )��� ��) ���������� ����
�� &��� ��(�� &�(�+�� ��� ,	�) ��1� 	
 &'	(5 8"9 �� � �+'���'�
	
 ��! F	�� ����� ���(� ��� (�('�( (	������	� ����	) �� +��)�
���&�� ���������� ��� &� �+
*(���� �	 �	�� ��� ������� )���
(	���(�'�! =�� ���'��������	� ���+'�� ��	, ���� � �A����	����
(�� &� ���'������) +���� ���� �'�(�� ��) < &'	(5 8"9�
	� ��� #$%"! -��(� E3�DE���= ��� ���AA �'�(�� ��) �A�A
&'	(5 8"9�� ��� +��) ���),��� ���	+�(�� ��� 	�'� �!�G �'�(��
��) A!��G &'	(5 8"9�� �����(����'� ��) ��� ���	+���+� ��
182× 106 ������� )��� ��� ��(	�)!

@� ���� �'�	 ���'������) ��� �����&���) d��	�� ��) ���
������&���) d��	�� �	 �+� �� � ����'� 3	�� ������A 6�!<%�17
3$� 
	� ��
����(�! -��(� � ,	�) 	
 3$� �� ���&��� ,� +��
������� )��� ��) ���������� ,��� �< &��� ��(�! =���� ���
	��
���(�� 
	� �A����	�� ��� 17.6 × 106 ��) 20.1 × 106 �������
)��� ��� ��(	�)� �����(����'�! =�+�� 	+� #$%" ���'��������	�
	
 ��� ������&���) �A����	�� �� � ����� 
����� ���� ��� 3$�
���'��������	�� �'��	+�� ��� #$%" ���'��������	� +��� ����

�, ���),��� ���	+�(��!

"� ,� ���� �����	��)� �� #$%" ���'��������	� 	
 ���
�����&���) d��	���� ��� &��� ��������) �� /��0! =�� ���
	��
���(� ,�� ���'+���) +���� � '���'� 	')�� ��) ���''�� #$%"
E3<D2E��=! @� ���� �'�	 +��) ��� ���� #$%" 
	� � 
���
(	������	�! =�� �����&���) �A����	���� ��) <���<��	���� ��
��� #$%" �+�� �� ('	(5 
��.+��(� ��� 9�1 ��) �AA9�1�
�����(����'�! -��(� �� 	+��+�� ������� )��� �� ����� �,	 ('	(5
(�('��� ��� ���	+���+� �� 62.5 × 106 ��) 50.0 × 106 �������

)��� ��� ��(	�)� �����(����'�! ;� ��� 	���� ���)� 	+� ���'��
�������	� 	
 ��� ������&���) �A����	���� ��) <���<��	���� ��
��� #$%" �+�� �� ('	(5 
��.+��(� �<� 9�1 ��) ��!�9�1�
�����(����'�! -��(� ���� (�� 	+��+� ������� )��� �� ����� ('	(5
(�('�� ��� ���	+���+� �� 162 × 106 ��) 95.1 × 106 �������
)��� ��� ��(	�)� �����(����'�! =�+�� 	+� ���'��������	� 
	� ���
������&���) d��	���� �(������ �!�A��!�� ����� '����� ���	+���
�+� ���� ��� �����&���) d��	����!

=��� ����� �� 	�����1�) �� 
	''	,�! -�(��	� �� ��	,� �,	
��.+�����' �'�	������ 
	� �	����� � d��	���) ��.+��(�� 	
 n
����������� ,��(� �+�� O(n log d) ���� ��) ����� �'�	������
��� ���� 	�����'! �� -�(��	� ���� ,� ��	, � ���),��� ������
&���) d��	���� ��) ���'+��� ��� ���
	����(�! @� ����	)+(� ���
(�('�( (	������	� ����	) �	 ��)+(� ��� �+�&�� 	
 &��� ��
���������� �� -�(��	� �D! �� -�(��	� D ,� ��	, 	+� #$%"
���'��������	� 	
 ��� ������&���) d��	���� ��) �>���������'
���+'��! -�(��	� D� (	�('+)�� 	+� ,	�5!

��! -	
�	����� 
������ ���������
 ��� � d�
���	�


	
�	��	

=�� ���� �+��	�� 	
 ���� ��(��	� �� �	 ��	, ��.+�����'
�'�	������ 
	� �	����� � d��	���) ��.+��(� 	
 n ������� )���
&� ����������! -��(� �'' �'�	������ ��������) �� ���� ����� ���
(	������	��&���)� ,� ����'� (	���)�� �	����� 	
 ����������
��) ���	�� ������� )���!

@� ��	, �,	 ��.+�����' �'�	������� ��� ���������� d�����
��) ��� ����������� d������ &	�� 	
 ,��(� �+�O(n log d) ����!
"'��	+�� ����� �)��� ��� .+��� ���+��'� ,� ��	, �	������(���)
�����	�� ���� )�(����� ��� �+�&�� 	
 ���	�� �((��� ��)
(	������	� 	������	��! @� �'�	 ��	, ���� Ω(n log d) ���� ��
��(������ 
	� (	������	��&���) �	���� 	
 � d��	���) ��.+��(�
	
 n ����������! =�+�� ����� ��.+�����' �'�	������ ��� 	�����'!

@� *��� )�*�� � d��	���) ��.+��(� 
	���''�! 2�� T =
〈t0, t1, . . . , tn−1〉 &� � ��.+��(� 	
 n ����������! =	 
�(�'�
����� +�)������)���� ,� ���+�� ���� T �� � ����+����	� 	

〈0, 1, . . . , n− 1〉! =�+�� ��� ��.+��(� 	&�����) �
��� �	����� T
�� 〈0, 1, . . . , n− 1〉! =�� ���+'�� +�)�� ���� ���+����	� (�� &�
���'��) �	 ��� �	��������(��) ��.+��(�� &�(�+�� �'' �'�	������
��	,� �� ���� ����� ��� (	������	��&���)! " ��.+��(� T ��
d������� �
 ti < tj �	')� 
	� ��� i ��) j �+(� ���� j − i ≥ d!
�� ��	+') &� ('��� ����� �
 ti > tj 6i < j7 �	')�� ���� j− i < d
�+�� &� �����*�)! #��+�� � ��	,� �� �>���'� 	
 � ���	���)
��.+��(�! -��(� t1 > t4� ���� ��.+��(� �� �	� � ���	���)
��.+��(�! "'�	� 
	� ��� i ��) j �+(� ���� j − i ≥ 4� ti < tj
�	')� ��) ��+�� ���� ��.+��(� �� � ���	���) ��.+��(�!

� � � � � � � � �� 	 
 �� �� �� �� ��

� � � � � � 	 � 
 � �� �� �� �� �� ��

���� �� �� ������� �� � � !�"#�$ !�%&��'�

@� ���� ��� 
	''	,��� &���( '����H

����� �� #	� �'' i 60 ≤ i ≤ n−17� 	�� 	
 ti−d+1� ti−d+2�
. . .� ti+d−1 �� � d��	���) ��.+��(� T = 〈t0, t1, . . . , tn−1〉 �+��
&� i!

������ @� ���+�� ���� i �.+�'� tj �+(� ���� j ≤ i −
d 	� j ≥ i + d� ��) ��	, ���� ���� ���+����	� '��)� �	 �
(	����)�(��	�! -��(� T �� d��	���)� �'' j − d + 1 ����������
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� �

�

���� (� �)� ���"�#���! ��"��"��$ ��" "����'� ��� *+,�- �&�'#��� '���

t0, t1, . . . , tj−d ��� ���''�� ���� tj = i ��) �'' n − (j + d)
���������� tj+d, tj+d+1, . . . , tn−1 ��� '����� ���� tj = i! �

j ≥ i + d� �� �� �	� �	���&'� ���� �� '���� j − d + 1 6> i7
���������� ���''�� ���� i! "'�	� �
 j ≤ i−d� �� �� �	� �	���&'�
���� �� '���� n− (j + d) − 1 6> n − i7 ���������� ��� '�����
���� i! =�+�� i− d < j < i+ d �+�� &� �����*�)!

@� ,�'' ��	, � ����'� ��.+�����' �'�	����� 
	� �	����� 	

d��	���) ��.+��(� ,��� n ����������! @� +�� � ���� /�0 ,���
(���(��� d − 1 ����������� ,��(� (�� &� ���'������) &� �

+'' &����� ���� ,��� d− 1 �	)�� �������) �� � ��)������	��'
����� 	
 ��1� d − 1! 2�� h0, h1, . . . , hd−2 &� �'������ 	
 ���
��)������	��' ����� 	
 ��1� d − 1! =�� �		� h0 ��	��� ���
�����+� 	
 ��� d ����������! 
�(� hi 60 ≤ i ≤ d

2 − 17
��� �,	 (��')��� h2i+1 ��) h2i+2� ��) �����*�� ��� �������
����
 ���� �������
 �+(� ���� ��� ��'+� ��	��) �� hi �� ���''��
���� ��	�� ��	��) �� &	�� (��')��� h2i+1 ��) h2i+2! @� +��
��� 
	''	,��� 
+�(��	� (�''� ���)'��� � ����H
����������t0, t1, . . . , td−2	H 3����� � ���� ��	���� ������
����� t0, t1, . . . , td−2!

��������
�����ti	 3	����� ��� ti ��) ��� �����+� ������
���� �� ��� ����! �
 ti �� ���''��� ti �� ���+���)! ;����,���� ���
�����+� ��������� �� ��� ���� �� ���'�(�) &� ti ��) �� 	+��+�!
��������
��	H ��'��� ��) ���+��� ��� �����+� ��������� ��
��� ����!
"
��� ��(� 	
 ����� (�''�� ���������� ��	��) �� ����� ��� ���
��)
)	,� �	 �����
� ��� &	��	������� ���� ��	������ �� �''+������)
�� #��+�� �!

����� ����� 
+�(��	� (�''� 
	� � ����� � d��	���) ��.+��(�
,��� n ���������� (�� &� �	���) �� 
	''	,�H

/=�� �����&���) d��	��0
��5������6t0, t1, . . . , td−27I

	� i← d− 1 �	 n− 1 )	

	+��+�6���'�(������&�6ti77I

	� i← 0 �	 d− 2 )	

	+��+�6)�'�������677I

@� ,�'' ��	, ���� ���� �'�	����� 	+��+�� 0, 1, . . . , n−1 �� �+��
(	���(�'�! "
��� ��5������6t0, t1, . . . , td−27 �� �>�(+��)� d− 1
���������� ��� ��	��) �� � ����! #�	� 2���� �� A �+�� &�
	�� 	
 t0, t1, . . . , td−1! =�+�� ������ ��� �����+� ��'+� ��	��)
�� ��� ���� 	� td−1 �� A� ��) ���'�(������&�6td−17 ���+���
A! "
��� ����� ���'�(������&�6td7 ���+��� � &�(�+�� 	�� 	

t0, t1, . . . , td �� � 
�	� 2���� �! #��+�� � �''+������� ��� 	�����
��	�� ���
	���) 
	� ���'�(������&�6�7 �
��� ��5������6����A7
�� �>�(+��)! =�� �����+� ��'+� A ��	��) �� ��� �		� h0 ��
���'�(�) &� � ��) �� 	+��+�! "
��� ����� � J���
�� )	,�K �� ���
���� �	 �����
� ��� &	��	������� ���� ��	�����! �� ������'� ��
��	+') &� ('��� ���� ���'�(������&�6ti7 6d − 1 ≤ i ≤ n − 17
���+��� i − (d − 1)! "
��� ���'�(������&�6tn−17 �� �>�(+��)�
��� ���� ��	��� ���������� n − d + 1, n − d + 2, . . . , n − 1!
=�+�� )�'�������67 	+��+�� ����� ���������� 	�� &� 	��� ��)

��� �����&���) d��	�� ���
	��� �	����� (	���(�'�!

F�>�� ,� ,�'' ���'+��� ��� �+����� ���� 	
 ��� �����
&���) d��	��! #����� ��5������6t0, t1, . . . , td−27 �� �>�(�'� ���
���� �� ��� *��� ����� 	
 ��� ,�''�5�	,� ���� �	��! =��
���� 	
 d − 1 �	)�� (�� &� (�����) �� O(d) ���� &� ���
�����)'� ������� ����� /�0! 
�(� 
+�(��	� (�'' ���'�(������
&�6ti7 ��) )�'�������67 ��) (�� &� )	�� �� O(log d) ���� &�
���
���� )	,� 	������	� 	
 ti! ���(�� ��� �	��' �+����� ���� ��
O(d) + (n− d+ 1) ·O(log d) = O(n log d)� ��) ,� �����

����� �� =�� �����&���) d��	�� �	��� � d��	���) ��.+��(�
,��� n ���������� �� O(n log d) ����!

@� ,�'' ��	, ��� ������&���) �	����� 
	� � d��	���)
��.+��(�! -+��	�� ���� T �� �������	��) ���	 n

d �+&��.+��(��
T0, T1, . . . , Tn

d−1 ,��� d ���������� ��(�! 2�� �	��6Ti7 &� �
��	(�)+�� ���� �	��� Ti &� ��� �	����� �'�	�����! @� ����'�
+�� ����� �	�� /�0 
	� �	��6Ti7! "'�	� '�� �����6Ti, Ti+17 &� �
��	(�)+�� ���� ������ �,	 �	���) ��.+��(�� Ti ��) Ti+1 ��)
	&����� 	�� �	���) ��.+��(� 	
 2d ����������! =�� 
	''	,���
�'�	����� �	��� � d��	���) ��.+��(�H

/=�� ������&���) d��	��0

	� i← 0 �	 n

d − 1 )	
�	��6Ti7I


	� i← 0 �	 n
d − 2 )	

�����6Ti, Ti+17I

=�� ������&���) d��	�� �	��� ��(� �+&��.+��(� ��)����)���'�!
"
��� ����� �)C�(��� �,	 &'	(5� ��� �����) �� �+��! #��+�� �
�''+������� )��� �	������ &� ��� ������&���) d��	�� 
	� � ��
�	���) ��.+��(� ,��� �< ����������! "
��� ����� �+&��.+��(�
�� �	���)� ��(� ���� 	
 �)C�(��� �+&��.+��(�� ��� �����) 
�	�
'�
� �	 �����!

� � � � � � � � �� 	 
 �� �� �� �� ��

� � � � � � � � 	 
 �� �� �� �� �� ��

� � � � � � � �

� � 	 � 
 � �� ��


 � �� �� �� �� �� ��

T0 T1 T2 T3

������T0, T1)

������T1, T2)

������T2, T3)

�����T0� �����T1� �����T2� �����T3�

���� .� �)� ��"�� *�!�$ !�"#��� ��" � � !�"#�$ !�%&��'� �� �/ #���!#���!

-��(� T �� d��	���) ��.+��(� ��) ��(� �+&��.+��(� ���
d ����������� 
	� �'' i ��) j �+(� ���� j − i ≥ 2� Ti < Tj

�	')�� ���� ��� �'' ���������� �� Ti ��� ���''�� ���� ��	�� 	

Tj ! =�+�� T0∪T1 ��('+)�� �'' ���������� A� �� . . .� d− 1� ��)
�
��� �����6T0, T17 �� �>�(+��)� T0 ��	��� A� �� . . .� d − 1! ��
������'� �
��� �����6Ti, Ti+17 60 ≤ i ≤ n

d − 27 �� �>�(+��)� Ti

��	��� di, di+ 1, . . . , di+ d− 1!

2�� +� ���'+��� ��� �+����� ���� 	
 ��� ������&���)
d��	��! @� +�� ����� �	�� 
	� ��(� �	��6Ti7� ,��(� ��5��



O(d log d) ����! -��(� ,� ���� n
d &'	(5�� ��� *��� 
	��'		�

��5�� O(n log d) ����! "
��� ����� ��(� �����6Ti, Ti+17 (�� &�
)	�� �� O(d) ����! 9	�� ���(�*(�''�� ,� (	����� ��� ���''���
���������� �� Ti ��) Ti+1 ��) )�'���:	+��+� ��� ���''�� 	

��� ���''��� ����������! 4� ��������� ���� 	������	� 2d ������
�����6Ti, Ti+17 (�� &� )	�� �� O(d) ����! =�+�� ��� ��(	�)

	��'		� (�� &� )	�� �� O(n) ����� ��) ,� �����

����� �� =�� ������&���) d��	�� �	��� � d��	���) ���
.+��(� ,��� n ���������� �� O(n log d) ����!

@� ,�'' ��	�� ���� &	�� ��� �����&���) d��	�����
62���� �7 ��) ��� ������&���) d��	����� 62���� �7 ���
���� 	�����'! �� �� ,�'' 5�	,� ���� �	����� 	
 m )��� ���)�
�� '���� Ω(m logm) (	������	�� /�0! @� +�� ���� 
�(� �	
��	�� Ω(n log d)����� '	,�� &	+�)! -+��	�� ���� � ��.+��(�
T ,��� n ���������� �� �������	��) ���	 n

d �+&��.+��(��
T0, T1, . . . , Tn

d
−1 ,��� d ���������� ��(�! @� ��� ���� T �� d�

�	���������� �
 �'' �'������ �� Ti ��� ���''�� ���� ��	�� 	
 Ti+1


	� �'' i 60 ≤ i ≤ n
d −27! 3'���'�� � d�&'	(5��	���) ��.+��(� ��

�'�	 � d��	���) ��.+��(�� &�(�+�� 
	� ��� �,	 ���������� ti
��) tj �����
���� j− i ≥ d� ���� ��� �� )�

����� �+&��.+��(��
��) ti < tj �	')�! ���(�� �	����� 	
 � d�&'	(5��	���) ��.+��(�
�� �	� ���)�� ���� ���� 	
 � d��	���) ��.+��(� ��) �	 ��� '	,��
&	+�) 	
 �	����� 	
 � d�&'	(5��	���) ��.+��(� �� �'�	 ���� 	

� d��	���) ��.+��(�! =	 �	�� � d�&'	(5��	���) ��.+��(�� ��(�
�+&��.+��(� �+�� &� �	���)! -��(� ��(� �+&��.+��(� ��� d
����������� �� '���� Ω(d log d) ���� �� ��(������! 4�(�+�� �
d�&'	(5��	���) ��.+��(� 	
 n ���������� ��� n

d �+&��.+��(���
,� �����

����� �� "� '���� Ω(n log d) ���� �� ��(������ �	 �	�� �
d��	���) ��.+��(� ,��� n ����������!

#�	� ���� '����� ��� �����&���) d��	�� ��) ��� ������&���)
d��	�� ��� ���� 	�����'!

���! " ����0��	 �	��	�1�
	� d�
���	�

=�� ���� �+��	�� 	
 ���� ��(��	� �� �	 ��	, � #�#;�&���)
����''�' ����� �	���� 
	� � d��	���) ��.+��(�!

;+� ��(����(�+�� +��� � ����		�	 ����� ������ /��0 ��) �
�	����� ������! �� &���(�''� ��+'���� ��� ������&���) d��	��
��	,� 
	� 2���� �! " ����''�' ����� �	���� ���
	��� �	��6Ti7
��) � �'�)��� ������ ��+'���� �����6Ti, Ti+17!

@� *��� ��	, � ����		�	 ����� ������ &���?�! � d�������
������� ,��(� �� � ����''�' ����� �	���� ,��� ��������� d�
���
	��� �	��6Ti7 
	� �'' i �� � ����'��� 
����	�� ,���� �����
Ti ��� d ����������! #��+�� � �''+������� ��� ��(����(�+�� 	
 ��
���������	����! �� ������'� � d��������	���� (	������ 	
 log d
�������� ��������� ��������� ��������� . . .� d

2 �������!

" k������� 6k = 1, 2, 4, 8, . . .7 ��� 	�� ���+� �	�� ��) 	��
	+��+� �	�� ��) ��(����� 	�� ��������� 
�	� ��� ���+� �	�� ��)
	+��+�� 	�� ��������� �	 ��� 	+��+� �	�� �� ����� ('	(5 (�('�!
=�� ���+� ��.+��(� 	
 ���������� �� �������	��) ���	 �+&���
.+��(�� 	
 k ���������� ��(� ��) ��(� �+&��.+��(� �� �	���)!
9	�� ���(�*(�''�� �� ���+� ��.+��(� T = 〈t0, t1, . . . , tn−1〉
��� �������	��) ���	 n

k �+&��.+��(�� T0, T1, . . . , Tn
k
−1 ��) ��(�

Ti = 〈ti·k, ti·k+1, . . . , ti·k+k−1〉 60 ≤ i ≤ n
k−17 �� �	���)! " k�

������ ��� �,	 #�#;� A ��) B ���� (�� ��	�� k+1 ����������
��) k ����������� �����(����'�� �� �''+������) �� #��+�� �!
������''�� &	�� #�#;� ��� �����! #����� �'' k ���������� ��

T0 ��� ��.+�+�) �� #�#; A 	�� &� 	��! "
��� ����� �'' k
���������� �� T1 ��� ��.+�+�) �� #�#; B! -���'��'�� T2 ��
��.+�+�) �� #�#; A ��) ���� T3 �� ��.+�+�) �� #�#; B!
=��� ��.+�+� ��	(�)+�� �� �������) +���' �'' ���������� �� T
��� ��.+�+�) �� #�#;�! "� ��� ���� ����� )�.+�+� 	������	� ��
���
	���)! "
��� ��� *��� ��������� tk �� T1 �� ��.+�+�)� ,�
����� )�.+�+��� 	�� 	
 #�#;� A ��) B! =,	 ���������� �� ���
���)� 	
 #�#;� A ��) B ��� (	�����) ��) ��� ���''�� 	�� ��
)�.+�+�) ��) ���� �	 ��� 	+��+� �	��! �
 #�#; B �� ������ ����
#�#; A �� )�.+�+�)! "'�	� �
 ���������� ��	��) �� ��� ���)� 	

�,	 #�#;� ��� 	��������) 
�	� )�

����� ������ ���� 
�	� ���'���
���� �� )�.+�+�)! �+���� &	�� ��.+�+� ��) )�.+�+� 	������	��
��� ���
	���)� �,	 #�#;� ��	�� �	��''� k + 1 ����������! ��
��	+') &� ('��� ���� #�#;� A ��) B ��� ��	�� k + 1 ��)
k ����������� �����(����'�! #	� �>���'�� �
 �'' ���������� ��
T0 ��� '����� ���� ��	�� 	
 T1� ���� #�#; A ,�'' ��	�� �'' k
���������� �� T0 ��) ��� *��� ��������� �� T2! =�+�� T0 ��	���
k+1 ����������! "'�	� �
 �'' ���������� �� T0 ��� ���''�� ����
��	�� 	
 T1� ���� #�#; B ,�'' ��	�� k ����������!

-��(� k������� ������ 	+��+����� ���������� �
��� k + 1
���������� ��� ���+�� ��� '����(� �� k+1! =�+�� ��� '����(� 	

d��������	���� �� (1+1)+(2+1)+(4+1)+ · · ·+(d2 +1) =
d+ log d− 1� ��) ,� �����

����� �� =�� d��������	���� ���
	��� �	��6Ti7 6i ≥ 07 	

��� ������&���) d��	�� �� '����(� d+ log d− 1!

#�	� #��+�� �� ,� (�� (	�*�� ���� ��� '����(� 	
 �� ���	����
�� �A!

F�>�� ,� ,�'' ��	, � d��'�)����������� ,��(� ���
	���
�����6Ti, Ti+17 �� ��� ������&���) d��	��! " d��'�)����������
�� ���� ����'�� �	 � d�������! ���+�����'�� �
 ,� +�� � k�������

	� k = d� ���� �����6T0, T17� �����6T2, T37� �����6T4, T57�
. . . ��� ���
	���) �� �+��! ;� ��� 	���� ���)� � d��'�)����
������ ���
	��� �����6T0, T17� �����6T1, T27� �����6T2, T37�
. . . �� �+��!

#��+�� � �''+������� �� ��(����(�+�� 	
 �� ���'�)����������!
" d��'�)���������� ��� �,	 #�#;� A ��) B ,��� (���(��� d
��(�! -���'��'� �	 � d�������� �'' ���������� ��� ��.+�+�) ��
#�#;� A ��) B �� �+��! 9	�� ���(�*(�''�� ���������� �� T2i

6i ≥ 07 ��� ��.+�+�) �� #�#; A ��) ��	�� �� T2i+1 6i ≥
07 ��� �.�+�+�) �� #�#; B! "
��� ��� *��� ��������� td ��
T1 �� ��.+�+�)� )�.+�+� 	������	� �� ������)! �� ��� )�.+�+�
	������	�� ��� ���)� 	
 A ��) B ��� (	�����) ��) ���''��
	�� �� )�.+�+�) ��) 	+��+�! #��+�� � �'�	 �''+������� ��� ������
(���� 	
 �� ���'�)����������!

=�� ���)�� ��� ����5 ���� #�#; A ��� ��	�� d + 1
����������! �	,����� �� �� �+
*(���� 
	� #�#; A �	 ��	�� d
����������! -��(� ��� ���������� ��� d��	���)� ��� ��>��+�
��������� �� T2i+1 �� '����� ���� �'' ���������� �� T2i!
=�+�� ,��'� ���������� �� T2i+2 �� ��.+�+�) �� #�#; A ��)
��	�� �� T2i �� #�#; A �� )�.+�+�)� #�#; B ��	��� �� '����
	�� ��������� �� T2i+1 ��) (���	� &� �����! -��(� #�#;�
A ��) B ��	��� d + 1 ���������� �	��''�� #�#; A �����
��	��� d + 1 ����������! ���(�� � d��'�)���������� ��+'����
�����6Ti, Ti+17 
	� �'' i (	���(�'�� ��) ,� �����

�����  � " d��'�)���������� ���
	��� �����6Ti, Ti+17
6i ≥ 07 	
 ��� ������&���) d��	�� �� '����(� d+ 1!

2����� � ��) < (	�&���)� ,� �����
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���� �� �)� �"')�#�'#&"� �� �� 2 ��"�� !�"#�" ��$ #)� #����� ')�"#

������
A

B

� � � � � � � � 	 
 �� �� �� �� �� ��

������

�
	

�������




� � � � � � 	 � 
 � �� �� �� �� �� ��

�����

��

�����

���� 3� �)� �"')�#�'#&"� �� �� 2 !��$��� ��"��" ��$ #)� #����� ')�"#

!������ "� -	����� 	
 � d��	���) ��.+��(� (�� &� )	�� ��
'����(� 2d+ log2 d!

=�+�� �
 � d��	���) ��.+��(� ��� n ���� ������� �	����� (�� &�
)	�� �� n+2d+ log2 d ('	(5 (�('��! -��(� ,� +�� log2 d+1
(	������	��� ��� �	��' (	�� �� (n+2d+log d)× (log2 d+1) =
O(n log d)! ���(�� 
�	� 2���� �� 	+� ������&���) d��	����
�� 	�����'!

�� /��0� �� ��� &��� ��	,� ���� ��� �	��' (���(��� 	
 #�#;�
+��) �� k�������� (�� &� ��)+(�) &� +���� �	�� ���� �,	
#�#;� ,��� ���''�� (���(���! @� (�� +�� ��� ���� ��(���.+�

	� d��'�)����������! =,	 #�#;� 	
 d��'�)���������� ��	��� ��
�	�� d+1 ����������� ,��'� ����� �	��' (���(��� �� 2d! @� (��
��)+(� ��� �	��' (���(��� &� +���� �	�� ���� �,	 #�#;� ,���
���''�� (���(���! #��+�� < �''+������� �� ���'�)���������� +����
����� #�#;�� ,��(� �� ���+'����� �� ���'�)���������� +����
�,	 #�#;� �''+������) �� �,	 #�#;� ��	,� �� #��+�� �! =��
��))'� #�#; 	
 ��� ����� ��� &� +��) �� #�#; " 	� #�#; 4!
�� ��� *�+��� �� �� +��) �� #�#; "! =�� ���'�)���������� ��
#��+�� � +��� �,	 #�#;� ,��� �	��' (���(��� �<� ,��'� ���� ��
#��+�� < +��� ����� #�#;� ,��� �	��' (���(��� ��! �� ������'�
�
 ,� +�� #�#;� ,��� (���(��� M ��(�� � d��'�)����������
(�� &� ���'������) +���� d

M + 1 #�#;� ,��� �	��' (���(���

( d
M + 1) ·M = d+M !

�D! =�	 �4���� ���5���
�� �	���� ��� � d�
���	�

-+��	�� ���� ������� )��� ,��� ���������� ��� ����� �	 ���
#$%"! �
 ,� +�� <��&�� +������) �������� ���+���) &� 
+�(��	�
(�'' ('	(567 �� ��� ��'+�� 	
 ����������� ��� #$%" ���)� �	
�	�� � ��.+��(� ,��� <��&�� ����������! =�� ���� �+��	�� 	

���� ��(��	� �� �	 ��	, ���� ,� (�� ���	�� ��� �	�� �����*(���
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����� ������

�

���� /� 2 !��$��� ��"��" &!��� #)"�� ����!

&��� ��) +�� ��� '���� �����*(��� &��� 
	� d��	�� �
 �	�� ���(��(�'
(	�)���	� ���� ,� ,�'' ��	, '���� �� �����*�)!

-+��	�� ���� ��� '	,�	�)�� �< &��� �� <� &��� ��� +��) ��
����������! #	� �>���'�� 
	� �,	 <��&�� �+�&���

a = �����<���"43####

b = �����<���"4�AAA�

�� ��>�)�(���'� a < b �	')�! �	,����� �
 ��� '	,���	�)��
�< &��� a′ = #### ��) b′ = AAA� 	
 ���� ��� (	�����)�
a′ > b′ �	')� ��) ��� (	������	� ���+'�� )	 �	� ���(�! =�+��
,� ����	)+(� ��� �
�	�� ����������� ,��(� ���+��� ��� (	���(�
(	������	� ���+'� �
 ��� )�

����(� 	
 �,	 �+�&��� a ��) b ���
�	� '����!

-+��	�� ���� 
	� �,	 )�����(� �+�&��� a ��) b� '�� a′ ��)
b′ &� ��� '	,�	�)�� k &��� 	
 ����� �����(����'�! @� ���+��
���� ��� )�

����(� 	
 a ��) b �� �	 ���'' ���� |a− b| < 2k−1

�	')�! 2�� δ = a − b ��) δ′ = a′ − b′! 3'���'�� 	�� 	
 6"7
δ = δ′� 647 δ = δ′ − 2k� 	� 637 δ = δ′ + 2k �	')�! -��(� &	��
|δ| < 2k−1 ��) |δ′| < 2k� ,� (�� )�������� �
 6"7� 647� 	� 637
�	')� �� 
	''	,�H



3"-
 �H �
 δ′ < −2k−1 ���� 637 ��) a > b
3"-
 �H �
 −2k−1 < δ′ < 0 ���� 6"7 ��) a < b �	')�!
3"-
 �H �
 0 < δ′ < 2k−1 ���� 6"7 ��) a > b �	')�!
3"-
 �H �
 2k−1 < δ′ ���� 647 ��) a < b �	')�!
F	�� ����� 
�	� |δ| 	= 2k−1� �� �� �	� �	���&'� ���� |δ′| = 2k−1!
-+��	�� ���� δ′ = a′− b′ �� (	��+��) +���� � k�&�� �+&���(�	�
��) ��� ���+'���� ��'+� �� 	&�����) �� k�&�� sk−1sk−2 · · · s0!
=��� ��� ���� k�&�� ������� �� ��� '	,�	�)�� k�&�� 	
 δ′! =��
���)�� ��	+') ���� �	 )�
*(+'�� �	 (	�*�� ����� �
 3"-
 �
	� 3"-
 �� ���� sk−1 = 0! 2�� k = 4 ��) (	�*�� ���� 
�(�
+���� �� �>���'�! �
 a′ = 0101(= 5) ��) b′ = 1110(= 14)
63"-
 �7 ���� δ′ = −9 ��) s = 0111! �
 a′ = 0101(= 5) ��)
b′ = 0010(= 2) 63"-
 �7 ���� δ′ = 3 ��) s = 0011! "'�	� �

3"-
 � 	� 3"-
 �� ���� sk−1 = 1! =�+�� ,� �����

����� #� =�� �.+���	� a > b �	')� �
 ��) 	�'� �
 sk−1 =
0!

#�	� 2���� �� ,� +�� ��'+� 	
 sk−1 �	 )�(�)� �
 a > b!
���(�� �
 |a−b| < 2k−1 �	')� 
	� �'' �,	 ���������� (	�����)
�� � �	����� �'�	����� ,�	�� 	������' ��'+�� ��� a ��) b� ���
(	������	� 	
 ��� '	,�	�)�� k�&��� ��� �+
*(���� �	�� )��� ,���
�+(� ����������!

@� *��� ��	, ���� ��� �����&���) d��	�� ����� (	������
�,	 ���������� ,��� �	����	� )�

����(� �	�� ���� 2d! =	
(	�*�� ���� 
�(�� ,� ���+�� ���� T = 〈t0, t1, . . . , tn−1〉 �	
&� �	���) �� � ����+����	� 	
 〈0, 1, . . . , n− 1〉 �� &�
	��� ��)
��	, ���� i ��) j �+(� ���� |i−j| ≥ 2d ��� ����� (	�����)! #	�
� *>�) i� '�� i′ &� �� ��)�> �+(� ���� ti′ = i! #�	� 2���� ��
i′ > i − d �	')�! @��� ���'�(������&�6ti′7 �� ���
	���)� �''
��'+�� ��	��) �� ��� ���� �� '����� ���� i′ − d 
�	� 2���� �!
#�	� i′ − d > i − 2d� ���'�(������&�6ti′7 ����� ���
	���
(	������	� 	
 i ��) i−2d! ���(�� i ��) j �+(� ���� |i−j| ≥ 2d
��� ����� (	�����)!

F�>�� ,� ,�'' ��	, ���� ��� ������&���) d��	�� �����
(	����� �,	 ���������� ,��� �	����	� )�

����(� 3d 	� �	��!
#	� �,	 ���������� i ��) j �+(� ���� j − i ≥ 3d� '�� i′ ��)
j′ &� ��)�>�� �+(� ���� ti′ = i ��) tj′ = j! #�	� 2���� ��
i′ ≤ i+d ��) j′ ≥ j−d! #�	� j−i ≥ 3d� ,� ���� j′−i′ ≥ d!
���(�� tj′ ��) ti′ ��� �� )�

����� �+&��.+��(� �� ��� ������
&���) d��	��� ��) ���� ��� ����� (	�����)! =�+�� ,� �����

����� $� =�� �����&���) d��	�� ��) ��� ������&���) d�
�	�� ����� (	����� �,	 ���������� ,��� �	����	� )�

����(�
�	�� ���� 2d ��) 3d� �����(����'�!

2�� T ′ = 〈t′0, t′1, . . . , t′n−1〉 &� ��� �	���) ��.+��(� 	
 T ! -+��
�	�� ���� T �� �	���) +���� ��� '	,�	�)�� k &��� 	
 ����������!
#�	� ���� '����� T (�� &� �	���) (	���(�'� &� ��� ������&���)
d��	�� �
 t′i+3d − t′i < 2k−1 
	� �'' i!

D! =�	 #$%" ��5�	�	������� ��� 	65	���	����

�	
���


=�� ���� �+��	�� 	
 ���� ��(��	� �� �	 ��	, ��� �+�����
���� ��) ��� ���
	����(� 	
 �	����� 
	� � d��	���) ��.+��(�!

#	� ��
����(�� ,� ���� ���'������) &	�� ��.+�����' ������
&���) �	���� ��) �����&���) �	����� ��) ���'+���) ��� �+�����
���� 	� �� ����' 3	�� ������A 6�!<%�17 ��	(���	�! "'��	+��
����' 3	�� �� ��	(���	� ��� �+'���'� ��	(���	� (	��� �+�����
�� ����''�'� 	+� ���'��������	�� ��� ��.+�����' ��) )	 �	�
+�� �+'���'� (	���! �	,����� ,� (�� ��� ���� ,� (�� �	�

�>��(� � ����� 	� �	�� �((�'�����	� ����	 	��� 	+� ��.+�����'
���'��������	� +���� � ����'� (	�� �
 ,� +�� � ��	(���	� (	���!
#	� 3$� ���'��������	�� ,� ����'� +�� ���&�� ����������!
3'���'�� �	����� 
	� ���&�� ���������� (�� &� ���'��) �� �� ��
�	 �	�� 	
 �<�&�� ������� )��� ,��� �<�&�� ����������!

@� +�� � D����>��
���'� #$%" E3�DE���=! �� ��� �A�A
�	��� %�&�� ,��(� (�� &� +��) �� ���� &+

��� 
	� #�#;�! "
����'� &'	(5 8"9 (�� &� (	�*�+��) �� 	�� �<5&�� &'	(5 8"9
	� �,	 ��5&�� 4'	(5 8"9� /�0! =�� ����)��) )��� ,�)�� 	

&'	(5 8"9� �� �< &���! ���(�� ,� ���+�� ���� ��� ���+� �� �
��.+��(� 	
 ���&�� ������� )��� ,��� ���&�� ����������! =�+��
� �<5&�� &'	(5 8"9 ��) � ��5&�� &'	(5 8"9 (�� &� +��) �	
���'����� #�#;� ,��� �A�� ��) ��� ����������� �����(����'�!
"'�	� '����� #�#;� (�� &� ���'������) +���� �+'���'� &'	(5
8"9� �� �� 	&��	+� ,��! D����>�� #$%"� �'�	 ���� � '	� 	

3	�*�+��&'� 2	��( 4'	(5� 6324�7� ��(� 	
 ,��(� ��� �,	
�'�(�� /<0! #	� �>���'�� E3�DE���= ��� ����A 324� 	�
���AA �'�(��! 
�(� �'�(� ��� 
	+� 2		5��� =�&'�� 62�=�7� ��(�
	
 ,��(� �� � 26 = 64�&�� ���	��! 9+'���'� 2�=� (	�������+��
� �������'��� %�&� ,��(� �� +��) �	 ���'����� � #�#; 	

��1� '��� ���� ���! "'�	� �� 	+� ���'��������	� 	
 	+� ������
&���) d������� ���&�� ���������� ��� (	�����) &� ��� (�('�(
(	������	�!

@� ���� ���'+���) �,	 ����� 	
 ���'��������	�� 
	� ��(�
k������� ��) ��(� k��'�)����������H
������H =,	 #�#;� ��� +��) 
	� �'' k�������� ��) k�
�'�)�����������! 9	�� ���(�*(�''�� �,	 )�����&+��) 8"9� ���
+��) 
	� k +� �	 ��<� =,	 ��5&�� 8"9� 6512× 36�&�� ��(�7
��� +��) 
	� k = 512 ��) 2k

1024 �<5&�� 8"9� 61024 × 36�&��
��(�7 ��� +��) 
	� k ≥ 1024!
���
��������H -���'��'� �	 ��� ��#�#; ���'��������	�� ,�
+�� &'	(5 8"9� 
	� k ≥ 512! #+������ ,� ��'�(� ��� �+�&��
	
 #�#;� +��) �� ��(� k������� ��) ��(� k��'�)����������
�+(� ���� ��� ���),��� ���	+�(� +���� �� ������1�)! #	�
�>���'�� ������'�)���������� +��� � #�#;�� ��(� 	
 ,��(�
�� ���'������) +���� � �<5&�� &'	(5 8"9! F	�� ���� �� ���
��#�#; ���'��������	�� ����� �<5&�� &'	(5 8"9� ��� +��) 
	�
��(� #�#;! =�+�� ��>���� �<5&�� &'	(5 8"9� ��� ��(������ �	
���'����� � ������'�)���������� &� ��#�#;!

=�&'� � ��	,� 	�����' ��'�(��	�� 	
 ��� �+�&�� 	
 #�#;�

	� ��(� k! 9�����&���) d��	���� &� ;�����'�#�#; +��� ��
������� ��������� . . .� d

2 �������� ��) d��'�)���������� ,���
���������� ��	,� �� =�&'� �!

=�&'� �� ��	,� ��� ���
	����(� 
	� d��	�� +���� 3	�� ��
3$� ��) D����> � #$%"! @� ���� +��) d��	���) ��.+��(� 	
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